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要!针对工程结构中所承受载荷幅值之间相差多个数量级#使用传统拓扑优化方法

所得结果中较小载荷传递路径消失的荷载病态现象#提出一种简单有效的敏度分层过滤策

略
;

将各载荷以幅值大小进行分层#并计算各载荷对结构对应的应变能数值
;

在此基础上#引

入比较判断系数和放大应变能影响系数#将各灵敏度以大小进行分层#对不同层次灵敏度进

行不同的过滤以取得多载荷作用下最佳材料布局
;

本文敏度分层过滤策略是在
8(-1JE4(A

5*(

O

19P,53*1,-Q15IR3+,I1,51(+

$

8EPR

%框架下提出的#并使用
D

O

51S,-15

6

T*153*1,

$

DT

%方

法进行求解
;

使用二维和三维算例验证了所提策略的有效性#表明该策略可以有效克服荷载

病态现象#为结构设计中得到完整传力结构布局提供重要指导
;
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结构拓扑优化是指在给定的载荷和约束条件

下#通过改变结构材料布局使结构的目标性能达到

最优&

&̀ !

'

;

与尺寸优化和形状优化相比&

"̀ @

'

#结构拓

扑优化能够在初始设计阶段得到全新的构型设计#

获得更大的经济效果#是近年来的研究热点
;

连续体

拓扑优化应用范围广#模型构造困难#设计变量多#

计算量大#因此很长一段时间里发展十分缓慢
;

_3+J4(3

等人&

#

'首次提出一种连续体拓扑优化方

法(((均匀化方法
;

随后#连续体拓扑优化得到了迅

速发展#出现了
8EPR

法&

B̀ &&

'

)渐进结构优化方

法&

&$̀ &"

'

)水平集法&

&?̀ &#

'等
;

其中#

8EPR

法是在均匀

化方法基础上提出的#目前应用最广泛
;

在实际工程中#当结构所受最大载荷与最小载

荷相差悬殊时#优化得到的拓扑结构常常会出现小

载荷的传递路径模糊不清甚至完全消失的现象#从

而导致优化结构与工程实际不符
;

这一现象与结构

分析时刚度相差悬殊导致的*总刚病态+类似#称之

为*荷载病态+

&

&B̀ $$

'

;

该问题目前研究较少
;

如果用

减小阈值!单元设计变量小于阈值的单元被删除#大

于阈值的单元被保留"来保留传递小载荷的单元#则

大载荷的弱区域也会受到影响#就会对最终整体结

构的优化形状造成很大的改变#从而导致得不到最

优拓扑结构
;

王健等&

&B

'采用分层优化技术解决该问

题#其基本思想是按载荷大小分为几个层次#并从大

到小分别进行优化
;

第
&

层优化时得到传递第
&

层

载荷的结构#第
$

层优化时#去除第
&

层载荷#保留

第
&

层优化得到的结构单元不变#并参与第
$

层结

构优化计算#但这些单元不作为设计变量#对其余单

元进行优化计算#得到传递第
$

层载荷的结构#依次

类推#去除属于前面的载荷#保留之前的优化得到的

结构单元#用剩余单元优化出传递较小载荷的结构#

直至结束
;

由于这种分层优化方法只考虑每一层内

载荷相互作用的结果#因而不能综合考虑全部载荷

的共同作用效果#最终得到的优化结构与原始优化

结构有较大区别#并且也不便于对整体结构的体积

等条件进行约束
;

隋允康等&

$%̀ $$

'采用
ETP

应力全

局化方法解决该问题#其基本思想是以结构应变能

作为权系数处理载荷#通过加权减小载荷间的差距#

按修正的载荷计算最优拓扑
;

由于这种方法本质上

是对小载荷进行放大计算#最终得到的优化结构与

原始的优化结构相差较大#对主要载荷的传递路径

有一定影响
;/)

等人&

$F

'建议采用应变能修改对应

的载荷下体积分配来处理
]8D

法中的荷载病态问

题
;T,1

等人&

$!̀ $"

'提出分数模常法#通过改变各载荷

对应的应变能函数克服该问题
;

这两种方法都是在

分层优化法和加权系数法的基础上进行的改进
;

本文在分析减小阈值法)分层优化法)加权系数

法等处理荷载病态的弊病后#提出了一种用应变能

处理)敏度分层过滤解决*荷载病态+的策略
;

这种策

略的好处在于能够清晰显示小载荷的传递路径#同

时适用于二维平面结构和三维空间结构#并且对多

载荷共同作用得到的原始优化结构改变较小#克服

了大多数方法为显示小载荷路径而改变整体结构的

劣势
;

.

!

多载荷下的结构拓扑优化模型

./.

!

基于
0123

密度插值方式的拓扑优化模型

目前#拓扑优化方法中#变密度法是一种较为成

熟的方法#这种方法以连续变量的密度函数形式表

达单元相对密度与材料弹性模量之间的对应关系#

其程 序 实 现 简 单#计 算 效 率 高
;8EPR

插 值 模

型&

$?̀ $B

'是工程中常用的一种密度插值模型#以单元

相对密度
!

"

为设计变量#其中
"a&

#

$

#,#

#

表示单

元个数#

#

为设计变量的总数#通过引入惩罚因子
$

对中间密度值进行惩罚#使中间密度值趋向于
%

"

&

两端#从而使得连续变量的拓扑优化模型逼近
%

"

-

离散变量的优化模型
;8EPR

的数学模型为%

%

$

!

! "

"

&

%

S1+

'

!

$

"

%

%

(

%

! "

S1+

!

&

"

式中%

%

$为插值后弹性模量$

%

%

为固体部分材料弹

性模量$

%

S1+

为空洞部分材料弹性模量#为了求解过

程稳定#一般
%

S1+

a%

%

-

&%%%;8EPR

插值模型的全

局刚度矩阵为%

!

&

#

#

"

&

&

!

$

"

)

"

!

$

"

柔度函数为%

! "

* !

&

#

#

"

&

&

!

$

"

"

U

"

)

"

+

"

!

F

"

基于
8EPR

插值模型#以结构的初始结构体积

,

!

!

"和设计域结构体积
,

%

为约束条件#以结构的

%#
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式中%

%

为全局载荷向量$

"

为全局位移向量$

#

"

为

单元位移矩阵$

!

为整体刚度矩阵$

$

%

)

$

"

分别为初

始单元刚度矩阵和优化后的单元刚度矩阵$

-

为结

构体积的比率!体积系数"#即优化后结构与设计域

比值
;

.;4
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密度插值模型的敏度过滤

构造柔度伴随函数为%

! "

* !

&

#

#

"
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! "

"
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使用伴随法求得
8EPR

插值模型的敏度函数为%
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8EPR

算法中#通过式!

F

"将各个载荷作用的应变

能
*

!

!

"

"相加#然后由式!

?

"进行灵敏度分析#对灵敏

度
.

过滤处理后设定阈值#将单元设计变量
!

"

大于阈

值的单元保留#单元设计变量
!

"

小于阈值的单元删

除#从而使得连续变量的拓扑优化逼近
%

"

-

离散变

量优化
;

在
8EPR

方法中#敏度过滤是对所有载荷共

同作用下的优化单元进行相同的过滤处理&

@

'

#敏度过

滤器通过式!

@

"改变单元敏度实现修改
;

&

/

&

!

"

&

&

!

"

#

#

-

&

&

0

1

-

#

#

-

&

&

0

1

-

!

-

&

/

&

!

-

!

@

"

式中%

0

1

-

为应变能影响因子#由式!

#

"确定
;

0

1

-

&

2

S1+

(

J145

!

"

#

-

"#

-

'

# J145

!

"

#

-

"

!

2

. /

S1+

#

"

&

&

#,#

#

!

#

"

式中%

J145

!

"

#

-

"表示单元
"

与中心单元
-

的距离$

2

S1+

为过滤半径
;

在过滤半径范围内#

0

1

-

的值随着

单元
"

与中心单元
-

的距离增大成线性减小#表示

周围单元距离中心单元越远#其单元应变能对中心

单元影响越小
;

4

!

利用敏度分层过滤克服荷载病态

4;.

!

荷载病态现象

实际工程中#结构通常在复杂的受力情况下工

作#不同载荷对结构的要求有差别
;

在连续体结构拓

优化中#当结构所受最大载荷与最小载荷相差多个

数量级时#优化所得结果中会出现小载荷传递路径

模糊不清甚至完全消失的现象#导致优化结构与工

程实际不符
;

这一现象称之为*荷载病态+

;

如图
&

所

示#图
&

!

,

"为基结构#

3

&

为大载荷#

3

$

为小载荷#载

荷大小比例
3

$

-

3

&

a&

-

&%%%;

在这种情况下#最优

拓扑结构如图
&

!

L

"所示#小载荷的传递路径虽然被

保留了#但是显示模糊#导致无法制造
;

该现象出现

的原因在于小载荷与大载荷对结构的作用效果相差

较大#因此小载荷传递路径的单元拓扑值很小#在进

行敏度过滤时#小载荷传递路径周围的单元应变能

影响很小#因而得到的更新拓扑值也很小#结构不能

清晰显示
;

小载荷传递路径消失是由于在优化算法

中设定了阈值#当单元拓扑值小于阈值时则删除该

单元
;

如果用减小阈值法来保留传递小载荷的单元#

则大载荷的弱区域也会被保留#从而导致最终整体

结构的优化形状不够清晰#不能得到最优拓扑结构
;

图
&

!

荷载病态现象

V1

=

;&

!

UI3

O

I3+(S3+(+(.-(,J419H+344

4;4

!

敏度分层过滤策略

针对荷载病态问题#敏度分层过滤策略是一种

很有效的策略
;

敏度分层过滤策略的基本思想是%按

幅值大小将载荷分为几个层次#在每一次的迭代中#

分别计算出各载荷对结构各个单元对应的应变能数

值#并进行灵敏度分析#通过比较判断系数将各灵敏

度以大小分层#对不同层次的灵敏度采用不同的敏

度过滤#最终得到优化结构是多个载荷综合作用的

结果
;

下面以单工况两个载荷为例来介绍该策略实

现过程%

&

"建立有限元模型#设置载荷及边界条件$

$

"采用有限元方法分析结构响应$

F

"提取各载荷对每个单元的应变能
/

&

)

/

$

#其

中
/

&

是小载荷
4

&

作用的应变能#

/

$

是大载荷
4

$

作用

的应变能$

!

"对两个载荷作用的应变能分别进行灵敏度

&#
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分析得到
.

&

)

.

$

#其中
.

&

是
4

&

对应的灵敏度#

.

$

是

4

$

对应的灵敏度
;.

是两个载荷共同作用的灵敏度

分析结果#

.

5

是全局敏度矩阵
;

"

"通过判别条件将
.

&

与
.

$

进行比较#将灵敏

度以数值大小分层#并选择不同的过滤算法进行

过滤$

?

"使用
DT

算法求解$

@

"更新设计变量
!

$

#

"检查是否满足优化终止条件
;

若满足#则优

化结束#若未达到终止条件#则返回至步骤
$

"

;

敏度分层过滤流程图如图
$

所示
;

图
$

!

敏度分层过滤流程图

V1

=

;$

!

R*(9344(.I13*,*9I19,-.1-53*1+

=

(.43+4151215

6

在敏度分层过滤流程中#通过判别条件#将
.

&

和
.

$

进行比较#以数值大小将灵敏度分层#并选择

不同的过滤算法进行过滤
;

由于即使是在小载荷作

用点处#大载荷的影响也可能比小载荷大#因此需要

乘以一个系数
6

进行比较
;

当该判别条件不成立时#

不改变过滤方式$当判别条件成立时#通过乘以加权

系数
7

放大周围单元应变能的影响#使得
DT

算法

得到的拓扑值
!

放大
;

通过分析与比较多种结果可以发现#系数
6

主

要对载荷传递路径有一些改变#系数
6

较大时#小载

荷对路径的影响较为明显
;

系数
7

主要对拓扑值
!

的大小有影响#系数
7

较大时#最终显示的结构颜色

黑白比较明显
;

5

!

数值算例

5;.

!

算例
.

初始结构为一
F%%SSb$%%SS

的长方形平

面区域#左右两边受固定支撑#单工况内受两个载荷

作用#载荷
4

&

a&%%%7

#作用于上边界中点#方向

向下#载荷
4

$

a&7

#作用于下边界中点#方向向上#

如图
F

所示#优化体积系数
-

a%;";

划分
?%b!%

个矩形网格单元#使用敏度分层过滤策略前
8EPR

法优化结果如图
!

所示
;

采用不同的系数
6

)

7

进行

敏度分层过滤优化结果如图
"

所示
;

图
F

!

初始优化区域

V1

=

;F

!

E+151,-(

O

51S1M,51(+,*3,

图
!

!

8EPR

法优化结果

V1

=

;!

!

UI3(

O

51S1M3J*34)-5(.8EPRS35I(J

比较图
"

!

,

"和图
"

!

L

"可知#系数
7

越大#优化

结构图像越清晰#系数
7

主要影响拓扑值
!

的大小$

比较图
"

!

,

"和图
"

!

J

"可知#系数
6

增大#小载荷传

递路径的影响增大#系数
6

主要改变小载荷传递路

径的影响
;

图
!

与图
"

中各结构最小应变能与计算迭代步

数如表
&

所示#其中最小应变能未对灰度单元作调

$#
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整
;

比较可知#使用敏度分层过滤策略对整体结构的

影响较小#结构最小应变能随着系数
6

增大而减小#

随着系数
7

增大而增大#并且系数
6

和
7

也能够减

少迭代步数
;

图
"

!

敏度分层过滤策略优化结果

V1

=

;"

!

UI3(

O

51S1M3J*34)-54(.I13*,*9I19,-

.1-53*1+

=

(.43+4151215

6

表
.

!

敏度分层过滤策略对结构最小应变能的影响

6&"/.

!

1789:)7'),8;<)%&%';<'&98<9$)%<7

=

,8#)7#<$<><$

*

,7?<7<?:?#$%&<7)7)%

=*

,8#$%:'$:%)#

系数
6

系数
7

最小应变能-
'

迭代步数

无 无
!B%$;$"% F&@

"% "%% !B@";""? ?$

"% &%%% !BBF;B@% "@

&%% &%% !B!%;?$@ B?

&%% "%% !B??;?&& &"$

结合图
"

和表
&

结果可知#在平面问题中#敏度

分层过滤策略在改善图形显示的同时保留了原始优

化结构#有效地处理了荷载病态问题#是合理可行的
;

5;4

!

算例
4

基本结构为一
&#%SSb&$%SS

的长方形平

面区域#左边受固定支撑#两个载荷同时作用#载荷

4

&

a&%%%7

#作用于右下角#方向向下#载荷
4

$

a&

7

#作用于右上角#方向向上#如图
?

所示#优化体积

系数
-

a%;F

#划分
?%b!%

个矩形网格单元
;

使用

8EPR

法优化结果如图
@

!

,

"所示#使用敏度分层过

滤策略优化结果如图
@

!

L

"所示
;

图
?

!

初始优化区域

V1

=

;?

!

E+151,-(

O

51S1M,51(+,*3,

图
@

!

单边固定支撑平面问题优化结果

V1

=

;@

!

UI3(

O

51S1M3J*34)-54(.5I3)+1-,53*,-

.1K3J4)

OOO

(*5

O

-,+3

O

*(L-3S

由图
@

可以发现#使用
8EPR

法优化该结构时#

由于
4

&

远大于
4

$

#导致
4

$

的传递路径几乎消失
;

敏

度分层过滤策略通过放大小载荷
4

$

周围单元应变

能的影响#将
4

$

的传递路径有效地显示
;

因此#使用

敏度分层过滤策略在处理悬臂梁荷载病态问题时是

有效可行的
;

5;5

!

算例
5

初始结构为一
?%%SSb!%%SSb!%SS

的

长方体三维区域#左右两端面受固定支撑#受两个载

荷作用#载荷
4

&

a&%%%7

#作用于基结构顶面中

心#方向向下#载荷
4

$

a&7

#作用于基结构底面中

心#方向向上#划分
?%b!%b!

个长方体单元#如图

#

所示#优化体积系数
-

a%;";

使用
8EPR

法的优

化结果如图
B

!

,

"所示#使用敏度分层过滤策略后的

拓扑优化结果如图
B

!

L

"所示
;

图
#

!

初始优化结构

V1

=

;#

!

E+151,-(

O

51S1M,51(+45*)95)*3

图
B

!

两端面固定支撑三维问题优化结果

V1

=

;B

!

UI3(

O

51S1M3J*34)-54(.5I35I*33AJ1S3+41(+,-

O

*(L-3S(.L(5I3+J4.1K3J5(4)

OO

(*5

由图
B

!

,

"可以看出#

8EPR

法在处理三维荷载

病态问题时#小载荷的传递路径完全被删除#所得优

F#



!!

湖南大学学报!自然科学版"

$%&#

年

化结构不符合工程实际情况
;

结合图
B

!

L

"和图
!

可以发现#在三维问题中#

敏度分层过滤策略在处理荷载病态问题时能够发挥

很好的作用#小载荷的传递路径被保留并清晰显示#

因此该策略在三维结构优化中也是有效可行的
;

5;@

!

算例
@

基本结构为一
&$%SSb#%SSb#SS

的长

方体三维悬臂梁#两个载荷同时作用#载荷
4

&

a

&%%%7

#作用于基结构右下角棱边中点#方向向下#

载荷
4

$

a&7

#作用于基结构右上角棱边中心处#方

向向上#划分
?%b!%b!

个长方体单元#如图
&%

所

示#体积系数
-

a%;!;8EPR

法拓扑优化结果如图

&&

!

L

"所示#敏度分层过滤策略处理结果如图
&&

!

9

"

所示#加权系数法处理结果如图
&&

!

J

"所示
;

图
&%

!

悬臂梁三维基结构

V1

=

;&%

!

UI*33AJ1S3+41(+,-45*)95)*3

(.9,+51-323*L3,S

图
&&

!

悬臂梁三维问题优化结果

V1

=

;&&

!

UI3(

O

51S1M3J*34)-54(.5I*33AJ1S3+41(+,-

45*)95)*3(.9,+51-323*L3,S

载荷
4

&

单独作用)

8EPR

法)加权系数法和敏度

分层过滤策略得到的最优结构最小应变能如表
$

所

示#其中灰度单元应变能未调整
;

表
4

!

三维结构中各方法对结构最小应变能的影响

6&"/4

!

1789:)7'),8-<88<)%)7$?)$;,-#,7

?<7<?:?#$%&<7)7)%

=*

,8#$%:'$:%)#<7$;%))A-<?)7#<,7

4

&

单独作用

8EPR

法

敏度分层

过滤策略

加权

系数法

最小应变能-
' @?%&;B# @?F@;F" @#!!;F! #%@?;$@

由图
&&

和表
$

可知#在
8EPR

法中#只考虑了

大载荷对结构的影响#小载荷的作用被完全忽略$加

权系数法较大地改变了原始构型#对结构的最小应

变能影响较大$而使用敏度分层过滤策略不仅可以

清晰完整地显示出小载荷的传递路径#且对结构的

最小应变能改变较小
;

结合算例
$

的优化结果可以

发现#由于敏度分层过滤策略在三维结构中考虑的

是球形区域内单元应变能的影响#而在二维中考虑

的是圆形区域内单元应变能的影响#因此使用敏度

分层过滤策略处理三维荷载病态问题的效果比二维

更理想
;

@

!

结
!

论

基于工程结构拓扑优化中的荷载病态问题#通

过在传统的
8EPR

方法中引入两个关键系数#提出

了一种敏度分层过滤策略
;

数值算例结果表明%

&

"敏度分层过滤策略能够得到较为清晰的结

构#显示出小载荷的传递路径#可有效地克服荷载病

态问题$

$

"使用敏度分层过滤策略得到的优化结构与

8EPR

法优化结构较为接近#结构最小应变能改变

较小$

F

"敏度分层过滤策略能够同时适用于二维平

面结构与三维空间结构#可以为工程中结构荷载病

态问题提供重要的指导作用
;
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