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要!针对势能法计算斜齿轮时变啮合刚度精度不足问题#提出一种刚度修正算法
;

考虑端面重合度大于或小于轴向重合度两种情况下单齿接触线长度的不同表达形式#建立

齿根圆与基圆不重合时的变截面悬臂梁模型#采用切片法和积分思想推导并计算了斜齿轮

啮合刚度#通过与
E8D

算法和有限元法对比分析#验证了该修正算法的可行性
;

在此基础

上#探讨了螺旋角$模数$齿数$齿宽和压力角等参数对啮合刚度的影响
;

计算与分析表明#

啮入段的相对时间与端面重合度和轴向重合度大小及比重有关%齿轮基本参数的变化引起

重合度和单齿啮合刚度的改变#进而影响综合啮合刚度波动值和均值%当端面重合度或轴向

重合度在整数附近时#啮合刚度波动值较小#而总重合度在整数附近时#啮合刚度波动值较

大
;

与传统势能法相比#修正算法提高了斜齿轮时变啮合刚度的计算精度#在斜齿轮刚度激

励的准确计算方面具有较强的实用性
;

关键词!势能法%斜齿轮%时变啮合刚度%重合度
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齿轮传动是机械系统中应用最广泛的运动和动

力传递形式#对系统的动态特性有很大的影响
;

随着

对机械系统性能要求的提高#齿轮传动正朝着大功

率&高转速&低噪声的方向发展#而啮合刚度的时变

特性是齿轮系统产生振动噪声的主要源头#它的准

确计算是齿轮系统动力学分析的重要基础'

%

(

;

在齿轮系统的啮合刚度方面#国内外学者进行

了许多研究
;

齿轮啮合刚度由轮齿的弹性变形求

得#其计算主要有材料力学法&弹性力学法&石川公

式法和有限元法等
;

根据研究对象不同#又分为直

齿轮和斜齿轮
;

对于直齿轮#文献'

#a!

(运用势能

法对直齿轮时变啮合刚度进行了计算#并分析了齿

根裂纹对啮合刚度的影响$文献'

"

(基于有限元法分

析了两种算法对直齿轮啮合刚度的影响$文献'

?

(提

出一种基于石川公式的直齿轮啮合刚度改进算法$

文献'

@

(基于有限元法和弹性接触理论提出了一种

线性规划法计算啮合刚度的方法#并分析了齿轮结

构参数和基本参数对啮合刚度的影响$文献'

&aB

(

基于势能法将齿根简化为圆弧和直线#推导并计算

了直齿轮啮合刚度#提高了其计算精度
;

对于斜齿轮#文献'

%$

(提出了求解理想圆柱齿

轮和斜齿轮时变啮合刚度的近似方程$文献'

%%

(建

立斜齿轮参数化数值模型并运用有限元法计算其时

变啮合刚度$文献'

%#

(将有限元法和弹性接触理论

相结合来计算斜齿轮的啮合刚度$文献'

%F

(提出了

考虑安装误差时斜齿轮啮合刚度的有限元计算方

法$文献'

%!

(基于有限元法分析了不同齿轮参数对

斜齿轮啮合刚度的影响规律$文献'

%"

(运用累积积

分势能法推导了斜齿轮的时变刚度#并分析了模数&

齿数和齿宽的影响$文献'

%?

(运用累积积分势能法

研究了齿面剥落和局部破损对斜齿轮时变啮合强度

的影响$文献'

%@a%&

(通过计算齿轮时变啮合刚度#

并结合其他参数#预估了齿轮系统的振动特性和辐

射噪声
;

以上文献取得了大量研究成果#但对于斜齿轮

啮合刚度的求解#

E8D

标准只能计算平均啮合刚度

或齿轮单齿啮合刚度的最大值#有限元法计算量较

大且结构参数改变需花费大量时间重新建模#石川

公式难以考虑精确渐开线齿廓
;

势能法不仅可以考

虑精确渐开线齿廓而且能够快速&准确求得斜齿轮

的时变啮合刚度#目前基于势能法求解斜齿轮的啮

合刚度虽有少量研究'

%"a%?

(

#但其忽略了齿根圆与基

圆不重合的问题#导致计算结果存在较大误差#同时

对斜齿轮啮合刚度的影响因素研究较少
;

本文在文献'

Fa!

#

&aB

#

%"a%?

(研究成果的基

础上#以斜齿轮副为研究对象#运用切片法和积分思

想#提出了一种考虑齿根圆与基圆不重合时斜齿轮

啮合刚度的修正算法#进一步提高了计算精度#使斜

齿轮的时变啮合刚度求解更加准确
;

此外#分析探

讨了螺旋角&模数&齿数&齿宽&压力角的变化对斜齿

轮啮合刚度的影响以及啮合刚度波动值与重合度之

间的关系#为齿轮系统减振降噪设计提供了一定的

理论基础
;

.

!

斜齿轮时变啮合刚度计算原理

对于直齿轮来说#在不考虑重合度的情况下#每

个轮齿可看作是一个变截面的悬臂梁#在齿面载荷

的作用下发生变形
;

如图
%

所示为直齿轮轮齿变截

面悬臂梁模型
;

齿轮的时变啮合刚度包括
"

个部分%赫兹接触

刚度
!

"

&弯曲刚度
!

#

&剪切刚度
!

$

&轴向压缩刚度
!

%

和基体刚度
!

&

#齿轮副的啮合刚度为各部分刚度的

并联形式
;

对于直齿轮#各部分刚度可表示为'
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图
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!

直齿轮轮齿变截面悬臂梁模型
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式中%

(

"

&

(

#

&

(

$

和
(

%

分别为储存在轮齿中的

赫兹接触能量&弯曲能量&剪切能量和轴向压缩能

量$

)

为啮合线方向的啮合力$

+

&

1

和
!

分别为弹性

模量&剪切模量和泊松比$

,

为齿宽#

/

.

为轮齿距离

基圆
.

处截面的惯性距$

2

.

为横截面面积$

-

为啮

合点和基圆在齿高方向的距离$

"

为啮合点和齿轮

中心线的距离#

"

%

为啮合力
)

与齿轮中心线垂直方

向的夹角
;

由齿轮轮体变形引起的啮合线上的等效刚度即

基体刚度#其表达式如式!

"

"所示
;

式中
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所示#

4

&

和
5

&

可表示为'

F

(

%

4

&

'

:

#

'!

"

%

6"

#

"

41+

"

%

6

9(4

"

%

(

*

:

&

5

&

'

#:

&

#

&

式!

"

"中系数
3

"

#

7

"

#

8

"

#

9

"由多项式近似

为'

%B

(

%

;

"

<

!

"

&

<

#

#

&

"

'

2

<

)

#

#

&

6

,

<

"

#

&

<

6

=

<

"

&

<

)

#

&

6

!!

>

<

)

#

&

6

+

<

"

&

<

6

)

<

!

?

"

式!

?

"中%

;

<

"代表系数
3

"

#

7

"

#

8

"和
9

"

$

"

&

<

b:

&

)

:

1+5

$

:

&

#

:

1+5

与
#

&

如图
#

所示$

2

<

&

,

<

&

=

<

&

>

<

&

+

<

和
)

<

的值列于表
%

中
;

图
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齿轮轮体变形几何参数
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综上所述#将各部分刚度按并联方式组合即可

得到一对齿轮副的啮合刚度#表示为%
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式中%下标
%

和
#

分别指主动轮和被动轮
;

斜齿轮由于存在螺旋角#其啮合刚度计算与直

齿轮有区别#但可以利用切片法和积分的思想#将其

沿齿宽方向切分成若干片很薄的轮齿#每一部分可

认为是直齿轮#通过计算各部分的啮合刚度#最后积

分即可得到斜齿轮的啮合刚度
;

斜齿轮的悬臂梁模

型如图
F

所示
;

图
F

!

斜齿轮悬臂梁模型
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刚度
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E8D?FF?a%a#$$?

算法&有限元法&文献

'

%"

(及本文的修正方法对两组传动比为
%

的斜齿轮

副!一组齿数为
#$

#模数为
FRR

#螺旋角为
%"e

#齿

宽为
F$RR

#转速为
%$$$*

)

R1+

#另一组齿数为

?$

#其它参数相同"的啮合刚度进行对比分析
;

表
#

和表
F

为各方法计算的单齿啮合刚度最大

值
=d

和啮合刚度平均值
=

$

R

与
E8D

算法计算值误差

对比#图
@

和图
&

为各方法计算的齿轮啮合刚度曲

线#图中横坐标
F

为无量纲时间#

FbD

)

D

%

#

D

为时间#

D

%

为单齿啮合时间
;

表
#

和图
@

为基圆半径大于齿根圆半径时!齿

数为
#$

"啮合刚度计算结果#可以看出#本文和有限

元法计算结果与
E8D

算法最接近#单齿啮合刚度误

差分别为
%;%%f

和
%;??f

#啮合刚度平均值误差分

别为
F;?!f

和
!;??f

#文献'

%"

(因为没有考虑基圆

与齿根圆之间的变形#导致啮合刚度偏大#单齿啮合

刚度和啮合刚度平均值误差分别为
%%;%f

和

%F;!f;

表
;

!

基圆半径大于齿根圆半径时啮合刚度误差对比

0&"1;

!

06)%)3&$7>))%%,%,5?)#6#$7558)##+6)8$6)%&-74#

,5"&#)'7%'3)7#

@

%)&$)%$6&8%,,$'7%'3)

=d

)'

%$

&

!

7

)

R

"( 误差)
f =

$

R

)'

%$

&

!

7

)

R

"( 误差)
f

E8D

标准
F;?% $ !;B! $

有限元法
F;"" %;?? ";%@ !;??

文献'

%"

(

!;$% %%;% ";?$ %F;!

本文
F;?" %;%% ";%# F;?!

无量纲时间
F

图
@

!

基圆半径大于齿根圆半径时啮合刚度对比曲线

<1

Q

;@

!

P(R

^

,*14(+(.R34I451..+344_I3+5I3*,J1)4

(.=,4391*9-314

Q

*3,53*5I,+*((591*9-3

表
F

和图
&

为基圆半径小于齿根圆半径时!齿

数为
?$

"啮合刚度计算结果#可以看出#本文和有限

元法计算结果与
E8D

算法最接近#单齿啮合刚度误

差分别为
%;&!f

和
$;!?f

#啮合刚度平均值误差分

别为
#;%#f

和
F;!&f

#文献'

%"

(因为多计算了基圆

与齿根圆之间的变形#导致啮合刚度偏小#单齿啮合

刚度和啮合刚度平均值误差分别为
%B;&f

和

%B;@f;

表
<

!

基圆半径小于齿根圆半径时啮合刚度误差对比

0&"1<

!

06)%)3&$7>))%%,%,5?)#6#$7558)##+6)8

$6)%&-74#,5"&#)'7%'3)7#3)##$6&8%,,$'7%'3)

=@

)'

%$

&

!

7

)

R

"( 误差)
f =

$

R

)'

%$

&

!

7

)

R

"( 误差)
f

E8D

标准
!;F! $ ?;?$ $

有限元法
!;F? $;!? ?;&F F;!&

文献'

%"

(

F;!& %B;& ";F$ %B;@

本文
!;!# %;&! ?;@! #;%#

?
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无量纲时间
F

图
&

!

基圆半径小于齿根圆半径时啮合刚度对比曲线

<1

Q

;&

!

P(R

^

,*14(+(.R34I451..+344_I3+

5I3*,J1)4(.=,4391*9-314-3445I,+*((591*9-3

<

!

斜齿轮基本参数对啮合刚度的影响

斜齿轮的基本参数主要包括模数&齿数&螺旋

角&齿宽&压力角等#为揭示各参数对啮合刚度的影

响#以表
!

中的参数为基准#通过改变基本参数开展

研究
;

<;.

!

螺旋角

将表
!

中斜齿轮副的螺旋角分别设为
?e

&

Be

&

%#e

&

%"e

&

%&e

和
#%e

#其他参数保持不变#不同螺旋角

时斜齿轮的重合度如表
"

所示#对应的单齿与综合

啮合刚度曲线如图
B

所示!图中虚线为单齿啮合刚

度#实线为综合啮合刚度"

;

可以看出#螺旋角增大

使端面重合度减小#轴向重合度增大#总重合度增

大$齿轮副由两齿)三齿交替啮合逐渐过渡到三齿)

四齿交替啮合#且多齿啮合区的啮合刚度不一定大

于少齿啮合区的啮合刚度
;

此外#螺旋角较小时#端面重合度大于轴向重合

度#螺旋角增大使轴向重合度在总重合度中的比重

逐渐增加#啮入段的相对时间增加$随着螺旋角继续

增大#当螺旋角增加至端面重合度小于轴向重合度#

啮入段的相对时间将减少
;

同时#螺旋角增大对啮

合刚度均值和波动值
#

=

$

影响较小#啮合刚度均值

基本不发生变化
;

结合表
"

和图
B

可看出#当轴向

重合度靠近整数时#啮合刚度的波动值较小
;

表
=

!

斜齿轮副的主要参数

0&"1=

!

()

*A

&%&?)$)%#,56)37'&3

@

)&%#

参数名称 数值 参数名称 数值

模数
G

+

)

RR !

齿数
E

%

)

E

#

"$

)

"$

螺旋角
%

)

e %"

齿宽
,

)

RR "$

压力角
"

+

)

e #$

变位系数
.

H%

)

.

H#

$

)

$

弹性模量
+

)

,̀ #;$?c]%%

泊松比
I $;F

表
B

!

不同螺旋角的重合度

N,=;B

!

P(+5,95*,51(_15IJ1..3*3+5I3-1K,+

Q

-34

螺旋角
%

)

e

端面重合度
$

"

轴向重合度
$

%

总重合度
$

(

? %;@!% $;!%? #;%"@

B %;@#F $;?## #;F!?

%# %;?BB $;&#@ #;"#?

%" %;??& %;$F$ #;?B&

%& %;?F$ %;#F$ #;&?$

#% %;"&? %;!#? F;$%#

图
B

!

不同螺旋角时单齿与综合啮合刚度

<1

Q

;B

!

81+

Q

-3,+J5(5,-R34I451..+344_15IJ1..3*3+5I3-1K,+

Q

-34

@
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为明确重合度和啮合刚度波动值之间的关系#

令螺旋角从
$e

每间隔
%e

变化到
F"e

#对应的啮合刚

度波动值曲线如图
%$

所示
;

螺旋角
&

)!

e

"

图
%$

!

不同螺旋角的啮合刚度波动值

<1

Q

;%$

!

S34I451..+344.-)95),51(+2,-)3

_15IJ1..3*3+5I3-1K,+

Q

-34

由图
%$

可以看出#随着螺旋角的增大#啮合刚

度波动值并非单调下降
;

当螺旋角为
%"e

和
F$e

时#

啮合刚度波动值均处于极小值位置#此时对应的轴

向重合度恰好在整数附近
;

与此同时#当螺旋角为

Fe

和
##e

时#啮合刚度波动值均处于极大值位置#此

时总重合度恰好在整数附近
;

而对于直齿轮而言#

端面重合度在整数附近时#啮合刚度波动值较小'

%

(

;

因此可以得出#当端面重合度或轴向重合度接近整

数时#斜啮合刚度将具有较小的波动值#当总重合度

接近整数时#斜啮合刚度将具有较大的波动值
;

传统观点认为重合度越大#齿轮系统运转越平

稳#其实这一观点值得商榷
;

系统运转稳定性与啮

合刚度波动值有直接联系#因此工程实践中可考虑

将轴向重合度调整至整数附近以降低系统的振动
;

<;;

!

模数和齿数

在设计初期#齿轮系统和齿轮箱的大体尺寸就

已确定#因此在改变齿数的同时#也应相应改变模数

以保证中心距不变
;

将齿数从
F$

每间隔
%$

变化到

&$

#相应的模数从
?;?@RR

变化至
#;"RR

#对应的

单齿啮合刚度如图
%%

所示#啮合刚度波动值和均值

如图
%#

所示
;

齿数增加使端面重合度和轴向重合

度增大#但轴向重合度在总重合度中的比重增加#因

此啮入段的相对时间增加$但单齿啮合刚度最大值

未发生明显变化#同时由于总重合度增加#导致啮合

刚度均值略有增加$轴向重合度在整数附近时!

Eb

"$

#

$

%

b%;$F$

"#啮合刚度波动值较小#总重合度在

整数附近时!

Eb@$

#

$

(

bF;%""

"#啮合刚度波动值

较大
;

时间
D

)

R4

图
%%

!

不同齿数和模数的单齿啮合刚度

<1

Q

;%%

!

81+

Q

-3R34I451..+344_15I

J1..3*3+55((5I,+JR(J)-34

齿数
E

图
%#

!

不同齿数和模数的啮合刚度波动值与均值

<1

Q

;%#

!

S34I451..+344.-)95),51(+,+J,23*,

Q

3

2,-)3_15IJ1..3*3+55((5I,+JR(J)-34

<;<

!

齿宽

齿宽增加时不影响齿轮副端面重合度#而使轴

向重合度增加#因此啮入段的相对时间增加
;

齿宽

增加使轮齿接触变形&弯曲变形&剪切变形&轴向压

缩变形和基体变形减小#从而使单齿啮合刚度增加
;

将齿宽从
F$RR

每隔
%$RR

增加至
&$RR

#对应

的单齿啮合刚度如图
%F

所示
;

重合度与单齿啮合

刚度增加使啮合刚度均值接近线性规律增加#轴向

重合度在整数附近时!

,b"$

#

$

%

b%;$F$

"#啮合刚度

波动值较小#如图
%!

所示
;

时间
D

)

R4

图
%F

!

不同齿宽的单齿啮合刚度

<1

Q

;%F

!

81+

Q

-3R34I451..+344_15IJ1..3*3+5.,93_1J5I4

&
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齿宽
,

)

RR

图
%!

!

不同齿宽的啮合刚度波动值与均值

<1

Q

;%!

!

S34I451..+344.-)95),51(+,+J,23*,

Q

3

2,-)3_15IJ1..3*3+5.,93_1J5I4

<;=

!

压力角

当压力角增大时#齿顶变薄而齿根变厚#齿面曲

率半径会增大#从而提高轮齿的齿面接触强度和齿

根弯曲强度
;

不同压力角的单齿啮合刚度如图
%"

所示#由图
%"

可以看出压力角增加使轮齿接触变形

和弯曲变形减小#从而使单齿啮合刚度最大值增加$

同时轴向重合度在总重合度中的比重增加#因此啮

入段的相对时间增加
;

将齿轮的法面压力角从
%"e

每间隔
%e

变化至
#"e

#对应的啮合刚度波动值和均

值如图
%?

所示
;

由图
%?

可以看出#虽然单齿啮合

刚度有所增加#但是总重合度减小#因此啮合刚度均

值随着压力角的增加并非呈现单调减小趋势#同时

压力角的变化不影响轴向重合度#所以啮合刚度波

动值未发生明显变化#均处于较小的位置
;

时间
D

)

R4

图
%"

!

不同压力角的单齿啮合刚度

<1

Q

;%"

!

81+

Q

-3R34I451..+344_15IJ1..3*3+5

^

*344)*3,+

Q

-34

压力角
"

H

)!

J

"

图
%?

!

不同压力角的啮合刚度波动值与均值

<1

Q

;%?

!

S34I451..+344.-)95),51(+,+J,23*,

Q

3

2,-)3_15IJ1..3*3+5

^

*344)*3,+

Q

-34

=

!

结
!

论

%

"基于势能法提出了一种考虑齿根圆与基圆

不重合时的斜齿轮时变啮合刚度修正方法#通过与

E8D

算法和有限元法的对比分析#验证了该修正算

法的可行性#提升了斜齿轮啮合刚度的计算精度
;

#

"分析探讨了螺旋角&模数&齿数&齿宽&压力

角的变化对斜齿轮啮合刚度的影响
;

啮入段的相对

时间与端面重合度和轴向重合度大小及比重有关$

齿轮副的重合度和单齿啮合刚度随齿轮参数的变化

而改变#进而影响综合啮合刚度的波动值和均值
;

计算与分析结果可为斜齿轮传动参数的优化选取提

供参考
;

F

"重合度是影响啮合刚度波动值的重要因素
;

当端面重合度或轴向重合度在整数附近时#啮合刚

度波动值较小#而总重合度在整数附近时#啮合刚度

波动值较大
;

在设计中应合理搭配齿轮参数#一方

面应保证较大的重合度#使更多的齿同时受载#同时

需确保啮合刚度的波动值较小#从而降低系统的振

动
;
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