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样条有限点法分析旋转变截面犈狌犾犲狉梁

弯曲自由振动问题
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　　摘　要：基于ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，采用样条有限点法建立旋转变截面梁弯曲振动

分析新模型．通过沿梁轴线均匀布置一定数量的样条节点对变截面梁样条离散化，采用三次

Ｂ样条函数对变截面梁的位移场进行插值．考虑截面尺寸变化和旋转离心刚化效应的影响，

基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理推导出旋转变截面梁计算模型的总刚度和总质量矩阵表达式，编制程

序对旋转变截面梁动力特性进行分析，并建立 ＡＮＳＹＳ有限元模型进行比较验证．结果表

明：本文解答与文献和有限元解答吻合良好，本文模型具有计算精度好、建模效率高、边界条

件简单和程序编制方便的优点，可适用于不同边界约束、截面变化率、截面变化类型、旋转角

速度和轮毂半径条件下的旋转变截面梁的弯曲自由振动问题．参数分析表明截面变化率和

旋转角速度对旋转变截面梁动力特性有重要影响．
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　　旋转变截面梁结构，如风力机叶片、直升机螺旋

桨等，在机械和航空航天工程中应用广泛，其分析模

型可等效为变截面梁的绕轴旋转运动．而梁的绕轴

旋转运动产生离心刚化效应，对旋转变截面梁的动

力特性产生重要影响，有必要对其动力特性进行深

入研究．对于变截面细长梁的弯曲振动问题，可以忽

略截面剪切变形和转动惯量效应的影响，采用Ｅｕｌ

ｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论（ＥＢＴ）建立模型进行分析
［１］．

旋转变截面梁弯曲自由振动分析需要考虑梁的

截面特性（面积、惯性矩）变化和绕轴转动产生的离

心力变化对梁的动力特性的影响，导致求解变截面

Ｅｕｌｅｒ梁振动微分方程趋于复杂，且难于获得解析

解，必须借助数值分析方法．国内外学者针对变截面

梁振动问题开展了大量的数值分析方法研究．

Ｓｈａｈｂａ等
［１］基于微分变换单元法（ＤＴＥＭ）和

微分低阶求积法（ＤＥＱＬ）建立轴向功能梯度变截面

Ｅｕｌｅｒ梁的振动分析模型，主要研究截面变化率参

数等对轴向功能梯度变截面梁的动力特性和临界荷

载的影响．Ｏｚｇｕｍｕｓ等
［２－３］基于微分变换法（ＤＴＭ）

建立旋转截面Ｅｕｌｅｒ梁的振动分析模型．Ｒａｊａｓｅｋａ

ｒａｎ
［４］基于ＤＴＭ 和微分求积单元法（ＤＱＥＭ）建立

旋转轴向功能梯度变截面Ｅｕｌｅｒ梁的振动分析模

型，文中作者分析截面变化率、轴向功能梯度指数和

旋转角速度及端部集中质量等参数对旋转变截面轴

向功能梁自振频率的影响．Ｚａｒｒｉｎｚａｄｅｈ等
［５］和 Ａｔ

ｔａｒｎｅｊａｄ等
［６］基于有限单元法（ＦＥＭ）建立旋转变截

面Ｅｕｌｅｒ梁的振动分析模型，文中作者提出一个新

插值函数对旋转变截面梁的位移场进行插值，该模

型具有一定的计算精度，但在较高截面变化率情况

下，需划分较多结构单元，建模和计算效率均下降明

显．Ｂａｎｅｒｊｅｅ等
［７－８］基于谱单元法（或称动态刚度

法）建立旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁的分析模型，该方法与

传统有限元方法相比，需要更少的单元且可以获得

较高计算精度，但建模比较复杂．其他学者采用有限

差分法［９］、摄动法［１０］和其他数值方法［１１－１３］建立模

型分析旋转或非旋转变截面和等截面梁的自由振动

及稳定问题．

广西大学秦荣［１４－１５］于１９７９年提出用于结构分

析的样条有限点法（ＳＦＰＭ），研究表明ＳＦＰＭ 具有

不需划分结构单元，边界处理方便，计算精度和效率

较高等优点，可对梁、板壳等结构进行分析［１６－１７］．

对旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁的弯曲振动问题，并未

见有文献采用ＳＦＰＭ 进行建模分析．基于Ｅｕｌｅｒ梁

理论，本文作者首次采用ＳＦＰＭ 建立旋转变截面

Ｅｕｌｅｒ梁的弯曲振动分析模型，针对不同截面高、宽

度变化率的变截面矩形截面梁，考虑旋转动力刚化

效应的影响，推导出本文旋转变截面 Ｅｕｌｅｒ梁的

ＳＦＰＭ模型的总刚度和总质量矩阵的表达式．编制

计算程序进行算例分析，并验证本文模型正确性．研

究样条节点个数对计算精度的影响．分析截面尺寸

变化参数、旋转角速度参数、轮毂半径参数等对旋转

变截面梁动力特性的影响，得到一些结论．

１　旋转变截面犈狌犾犲狉梁犛犉犘犕计算模型

１．１　旋转变截面犈狌犾犲狉梁理论

如图１所示矩形变截面梁，以常角速度 Ω绕

狕０狕０轴做旋转运动，忽略旋转梁刚体运动和弯曲变

形耦合二阶效应，且不考虑梁自重影响，根据ＥＢＴ

理论，旋转变截面梁的弯曲振动变形为狑 ＝狑（狓，

狋）．假定梁跨为犔，轮毂半径为犚，梁的弹性模量犈

和材料密度ρ沿轴线保持为常数，变截面梁截面面

积犃（狓）和惯性矩犐（狓）沿着梁轴线按幂函数连续

变化，表达式为

犃（狓）＝犃０（１－
犮０狓

犔
）
犿狉

，

犐（狓）＝犐０（１－
犮０狓

犔
）
犿狉＋２

， （１ａ）

犃０ ＝犫０犺０，犐０ ＝
１

１２
犫０犺

３
０． （１ｂ）

式中：犮０ 为梁截面宽度或者高度沿着梁轴线的渐变

７２
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系数；犫０，犺０ 分别为狓＝０处的梁截面宽度和高度；

犃０，犐０ 分别为狓＝０处的梁截面面积和绕狔轴惯性

矩；犿狉可取１或２，代表着不同的截面变化类型，当

犿狉＝１时，表示为矩形截面宽度保持不变，而高度

沿轴线线性变化；当犿狉＝２时，表示为矩形截面宽

度和高度沿轴线均线性变化．

图１　旋转变截面梁示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｔａｐｅｒｅｄｂｅａｍｓ

将（１ａ）式按幂函数多项式展开：

犃（狓）＝∑
犿狉

犻＝０

珦犃犻狓
犻，犐（狓）＝∑

犿狉＋２

犼＝０

珘犐犼狓
犼． （２）

式中：珘犐犻，珦犃犻为与犃（狓），犐（狓）多项式展开的相关的

系数，当犿狉＝１时，可得珦犃２ ＝珘犐４ ＝０；当犿狉＝２

时，可得珦犃犻≠０（犻＝０，１，２），珘犐犻≠０（犻＝０，…，４）．

如图１所示，变截面梁任意截面的由旋转运动

产生的离心力表示为：

犜（狓）＝∫
犔

狓
ρ犃（狓）（犚＋狓）Ω

２ｄ狓 （３）

可展开为：

犜（狓）＝∑
犿狉＋２

犻＝０

珦犜犻狓
犻 （４）

式中：珦犜犻为（３）式中犜（狓）积分展开多项式对应的

常数项和系数，随犿狉＝１或犿狉＝２取不同的值．

旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁弯曲自由振动的总应变能

和总动能表达式为

犝 ＝
１

２∫
犔

０
犈犐（狓）（

２狑

狓
２
）
２

＋犜（狓）（
狑

狓
）
２

ｄ狓

犜＝
１

２∫
犔

０
ρ犃（狓）（

狑

狋
）
２

ｄ狓

（５）

利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，可得

δΠ＝δ∫
狋
２

狋
１

（犝－犜）＝∫
狋
２

狋
１

δ（犝－犜）＝０ （６）

由（６）式，可得无外荷载作用且不考虑阻尼时的

旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁的弯曲自由运动总势能泛函表

达式［１８］：

Π＝
１

２∫
犔

０

［犈犐（狓）（
２狑

狓
２
）
２

＋犜（狓）（
狑

狓
）
２

＋

　　２狑
犜（ρ犃（狓）


２狑

狋
２
）］ｄ狓 （７）

１．２　旋转变截面犈狌犾犲狉梁犛犉犘犕计算格式

基于ＳＦＰＭ的建模离散方法
［１４］，对图１所示的

旋转变截面梁沿轴线狓方向进行均匀样条离散化，

离散示意图如图２所示，可得

０＝狓０ ＜狓１ ＜狓２ ＜ … ＜狓犖 ＝犔；

狓犻＝狓０＋犻犺狓，犺狓 ＝犔／犖
（８）

式中：狓犻为样条节点坐标；犺狓 为样条离散步长；犖

为样条节点数．

图２　旋转变截面梁沿轴线样条离散化

Ｆｉｇ．２　Ｓｐｌｉｎｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ

ｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｔａｐｅｒｅｄｂｅａｍｓ

采用三次Ｂ样条基函数对旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁

的位移场狑＝狑（狓，狋）进行插值，有：

狑＝狑（狓，狋）＝ ［φ（狓）］｛犪（狋）｝＝ ［φ］｛犪｝ （９）

式中：

［］＝ ［－１　０　１　犓犖　犖＋１］１×（犖＋３）

［犪］＝ ［犪－１　犪０　犪１　犓　犪犖　犪犖＋１］
Ｔ
（犖＋３）×１

（１０）

式中：［］为一组由三次Ｂ样条函数构成的样条基

函数；［犪］为样条节点广义参数．本文采用广义参数

法构造出适合各种边界条件的样条基函数［１４］，将

［］展开可写为：

［］＝ ［φ３，－１ φ３，０ … φ３，犖 φ３，犖＋１］［犙狊］

＝ ［φ３，犻１×（犖＋３）］［犙狊］

（１１）

式中：［犙狊］为 （犖＋３）×（犖＋３）阶的转换矩阵；

φ３，犻为与样条节点和离散步长相关的三次Ｂ样条函

数；可展开为：

φ３，犻 ＝３（
狓
犺狓
－犻）　（犻＝－１，０，…，犖＋１）

（１２）

［犙狊］＝ｄｉａｇ（［犵］，［犐］，［犺］） （１３）

式中：［犐］为 （犖－３）×（犖－３）阶的单位矩阵；

８２



第９期 刘　鹏等：样条有限点法分析旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁弯曲自由振动问题

［犵］＝

１ －４ １

０ １ －
１

２

熿

燀

燄

燅０ ０ １

［犺］＝

１ ０ ０

－
１

２
１ ０

１ －

熿

燀

燄

燅４ １

（１４）

本文采用的样条基函数 ［］满足边界条件
［１０］

－１（０）＝０（犻≠－１），
′
－１（０）＝０（犻≠－１，０）

犖＋１（犔）＝０（犻≠犖＋１），


′
犖＋１（犔）＝０（犻≠犖，犖＋１） （１５）

对式（７）求导，得：


２狑

狓
２ ＝ ［″］｛犪｝；

狑

狓
＝ ［′］｛犪｝；


２狑

狋
２ ＝ ［］｛犪

¨｝

（１６）

将（９）和（１６）代人（７）可得旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁的样

条离散化后的弯曲自由振动总势能泛函为

Π＝
１

２
｛｝犪 Ｔ［犓］｛犪｝－

　　 ｛｝犪
Ｔ（｛犳（狋）｝－［犕］｛犪¨｝） （１７）

式中：

［犓］＝ ［犓ｂ］＋［犓ｇ］

［犓ｂ］＝∫
犔

０
犈犐（狓）［

″］犜［
″］ｄ狓

［犓ｇ］＝∫
犔

０
犜（狓）［

′］犜［
′］ｄ狓

［犕］＝∫
犔

０
ρ犃（狓）［］

犜［］ｄ狓

（１８）

式中：［犓ｂ］，［犓ｇ］分别为弯曲刚度和几何刚度矩

阵，［犓］，［犕］分别为总刚度和总质量矩阵，均为

（犖＋３）×（犖＋３）阶矩阵；｛犪｝，｛犪¨｝为 （犖＋３）×

１阶样条节点广义位移、加速度参数向量．

对式（１７），利用变分原理，可得

δΠ＝Π／｛犪｝＝０ （１９）

旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁样条离散化的弯曲自由振

动方程为：

［犕］｛犪¨｝＋［犓］｛犪｝＝ ｛０｝ （２０）

假定变截面Ｅｕｌｅｒ梁轴线上各节点均按相同的

频率作简谐振动，并令｛犪（狋）｝＝｛φ｝ｓｉｎ（ω狋＋θ），并

代人（２１）式，可得频率方程为：

（［犓］－ω
２［犕］）｛φ｝＝ ｛０｝ （２１）

式中：｛｝φ 为样条广义特征向量，ω为旋转变截面

Ｅｕｌｅｒ梁横向自由振动频率值．

１．３　刚度、质量矩阵计算

将（２）和（４）代人（１８）式，可得旋转变截面Ｅｕｌ

ｅｒ梁的弯曲刚度、几何刚度矩阵和总质量矩阵的展

开式为：

［犓ｂ］＝∫
犔

０
犈犐（狓）［″］

Ｔ［″］ｄ狓＝犈∑
犿狉＋２

犿＝０

珘犐犿［犃狓，犿］

［犓ｇ］＝∫
犔

０
犜（狓）［′］

Ｔ［′］ｄ狓＝∑
犿狉＋２

狆＝０

珟犜狆［犆狓，狆］

［犕］＝∫
犔

０
ρ犃（狓）［］

Ｔ［］ｄ狓＝ρ∑
犿狉

狀＝０

珦犃狀［犉狓，狀］

（２２）

式中：

［犃狓，犿］＝∫
犔

０
狓犿 ［″］

Ｔ［″］ｄ狓＝ ［犙狊］
Ｔ犃狓，犿［犙狊］

［犆狓，狆］＝∫
犔

０
狓狆 ［′］

Ｔ［′］ｄ狓＝ ［犙狊］
Ｔ犆狓，狆［犙狊］

［犉狓，狀］＝∫
犔

０
狓狀 ［］

Ｔ［］ｄ狓＝ ［犙狊］
Ｔ犉狓，狀［犙狊］

（２３）

犃狓，犿 ＝∫
犔

０
狓犿 ［φ

″
３，犻］

Ｔ［φ
″
３，犽］ｄ狓，（犿＝０，１，…，犿狉＋２）

犆狓，狆 ＝∫
犔

０
狓狆 ［φ

′
３，犻］

Ｔ［φ
′
３，犽］ｄ狓，（狆＝０，１，…，犿狉＋２）

犉狓，狀 ＝∫
犔

０
狓狀 ［φ３，犻］

Ｔ［φ３，犽］ｄ狓，（狀＝０，１，…，犿狉）

犻，犽＝－１，０，１…，犖，犖＋１ （２４）

式中：犃狓，犿，犉狓，狀，犆狓，狆 均为 （犖＋３）×（犖＋３）阶矩

阵，是推导本文旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁分析模型的重

要矩阵，可采用分部积分法进行计算，具体计算方法

可参考文献［１４］第一章的内容．

由（２２）～（２４）式可知，本文给出的旋转变截面

Ｅｕｌｅｒ梁ＳＦＰＭ计算模型的 ［犓ｂ］，［犓ｇ］和 ［犕］矩

阵的推导过程非常方便，有别于传统有限元方法，本

文方法无需进行单元划分和单元刚度集成等过程，

且自由度少，可以显著提高建模和计算效率．

２　边界条件

由式（１５）给出样条基函数特性，本文旋转变截

面Ｅｕｌｅｒ梁的ＳＦＰＭ计算模型的边界条件表示为：

（ａ）两端简支梁（ＰＰ边界）

狑狓＝０ ＝狑狓＝犔 ＝０犪－１ ＝犪犖＋１ ＝０ （２５）

（ｂ）两端固支梁（ＣＣ边界）

狑狓＝０ ＝狑
′
狓＝０ ＝０

狑狓＝犔 ＝狑
′
狓＝犔 ＝

烅
烄

烆 ０

犪－１ ＝犪０ ＝０

犪犖 ＝犪犖＋１ ＝
烅
烄

烆 ０
（２６）

９２
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（ｃ）一端固支一端简支梁（ＣＰ边界）

狑狓＝０ ＝狑
′
狓＝０ ＝０

狑狓＝犔 ＝
烅
烄

烆 ０

犪－１ ＝犪０ ＝０

犪犖＋１ ＝
烅
烄

烆 ０
（２７）

（ｃ）悬臂梁（ＣＦ边界）

狑狓＝０ ＝狑
′
狓＝０ ＝０犪－１ ＝犪０ ＝０ （２８）

以悬臂梁为例，根据（２８）式，需处理广义参数

犪－１，犪０ 所对应总刚度和总质量矩阵的前两行两列，

就可满足ＣＦ边界．处理方法采用缩减矩阵法，即

直接将对应的行列删去，对于悬臂梁，经过边界处理

后的总刚度和总质量矩阵缩减为维数为 （犖＋１）×

（犖＋１）的矩阵．

将通过处理边界条件后的 ［犓］，［犕］矩阵代入

旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁的频率方程（２１），可计算得到

频率ω犻及广义振型参数 φ｛ ｝犻 ，将 φ｛ ｝犻 代人（９）式，

就可得到变截面Ｅｕｌｅｒ梁的振动模态．

３　算例分析

假定变截面梁左端（狓＝０处）截面尺寸犫０×犺０

＝０．０２ｍ×０．０４ｍ，梁长度犔＝１ｍ；材料为钢，密

度ρ＝７９００ｋｇ／ｍ
３，弹性模量犈＝２．１×１０１１Ｎ／ｍ２，

泊松比υ＝０．３；

文献［２］基于微分变换法（ＤＴＭ）建立旋转变截

面悬臂梁的振动分析模型．文献［４］基于ＤＴＭ 和微

分求积单元法（ＤＱＥＭ）两种方法建立旋转变截面

轴向功能梯度梁的振动分析模型．本文采用ＳＦＰＭ

建立旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁的计算模型，并与文献解

答相比较，以验证本文方法的正确性和精确性．

同时，为验证本文模型的有效性，本文还采用通

用有限元软件 ＡＮＳＹＳ建立了变截面梁的有限元

（ＦＥＭ）模型，如图３所示，采用实体单元ＳＯＬＩＤ６４

建模，梁截面按４×４网格划分，沿轴向划分为２００

个梁段，共计３２００个单元；在考虑旋转角速度产生

预应力效应的基础上，对变截面梁进行模态分析，可

得到旋转变截面梁自振频率的ＦＥＭ解答．

定义无量纲系数：

珘ω＝ω ρ犃０犔
４

犈犐槡 ０

，δ＝
犚
犔
，λ＝Ω ρ犃０犔

４

犈犐槡 ０

算例１　样条节点数犖取值讨论

本算例分析本文旋转梁分析模型随样条节点数

犖 变化的收敛情况．计算参数为：ＣＦ边界旋转变截

面Ｅｕｌｅｒ梁（悬臂梁），犿狉＝２，δ＝０．采用ＳＦＰＭ

建立旋转变截面梁分析模型，表１给出不同系数犮０，

λ取值下，犖 值变化时旋转变截面悬臂梁的前３阶

频率系数，并给出文献［４］ＤＱＥＭ解答和ＦＥＭ解答

作为比较验证．图４给出旋转变截面悬臂梁前２阶

频率系数随犖 值的变化情况．

图３　变截面梁有限元模型

Ｆｉｇ．３　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｆｏｒｔａｐｅｒｅｄｂｅａｍｓ

由表１计算结果可知，本文ＳＦＰＭ模型的频率解

答与文献解［４］和ＦＥＭ解答吻合良好．当取较小的样条

离散节点数时（犖＝５），本文模型的１阶频率解答也可

获得较高的计算精度．而对任意阶频率，当取犖＝１５

时，本文模型对不同截面变化率和旋转角速度下的旋

转梁的各阶频率解答均可获得较高的计算精度（小数

点后面３～４位有效数字）．如图４所示，当犖＞１５时，

增加样条离散节点数犖对计算精度提高无影响，却需

耗费更多的计算时间．故在本文其他算例分析中统一

取犖＝１５，这说明，ＳＦＰＭ具有比文献
［４］模型和ＦＥＭ模

型更高的建模和计算效率．

算例２　截面变化系数犮０ 对旋转变截面犈狌犾犲狉

梁自振频率影响

本算例分析截面变化系数犮０ 对不同边界旋转

变截面Ｅｕｌｅｒ梁的自振频率的影响．计算参数：δ＝

０，λ＝５，犖 ＝１５．两种截面变化类型：１）截面高度

线性变化：犿狉＝１；２）截面高度、宽度同时线性变

化：犿狉＝２．

表２和表３分别给出按照本文ＳＦＰＭ 建模和

计算得到的不同边界下旋转等截面梁和ＣＦ边界

旋转变截面梁的前三阶频率，并与文献［４］ＤＱＥＭ 解

答和ＦＥＭ 解答相比较．表４分别给出简支边界（Ｐ

Ｐ）和固支边界（ＣＣ）旋转变截面梁的前三阶频率的

ＳＦＰＭ解和ＦＥＭ解．图５给出了犮０ 取不同值时旋

转变截面悬臂梁的前三阶频率值和归一化后的一阶

振型模态曲线．

０３
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表１　样条节点数犖变化旋转变截面悬臂梁无量纲频率系数珘ω犻（犿狉＝２，δ＝０）

犜犪犫．１　犖狅狀犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊犳狅狉狉狅狋犪狋犻狀犵狋犪狆犲狉犲犱犮犪狀狋犻犾犲狏犲狉犫犲犪犿狊狑犻狋犺狉犲狊狆犲犮狋狋狅狏犪狉犻犪狋犻狅狀狅犳狊狆犾犻狀犲狀狅犱犲狀狌犿犫犲狉犖

犖
犮０＝０，λ＝０ 犮０＝０．５，λ＝５

珘ω１ 珘ω２ 珘ω３ 珘ω１ 珘ω２ 珘ω３

５ ３．５１６１ ２２．０４９１ ６２．１１０４ ７．２９０２ ２２．６４５９ ５１．９３４３

１５ ３．５１６０ ２２．０３４６ ６１．７００７ ７．２９０１ ２２．６３６１ ５１．６９４８

２５ ３．５１６０ ２２．０３４５ ６１．６９７６ ７．２９０１ ２２．６３６０ ５１．６９２２

文献解［４］ ３．５１６０ ２２．０３４５ ６１．６９７２ ７．２９０１ ２２．６３６０ ５１．６９１８

ＦＥＭ ３．５１６６ ２１．８８１５ ６０．５９１２ ７．２８９０ ２２．５６７５ ５１．２２６７

犮０＝０．５，λ＝１０ 犮０＝０．８，λ＝１０

５ １１．９４１７ ３０．０３４０ ６０．２１１６ １３．０５５０ ２８．０８１５ ５０．


７２９５

１５ １１．９４１５ ３０．０３００ ６０．０４２４ １３．０５５０ ２８．０７５３ ５０．４９８２

２５ １１．９４１５ ３０．０２９９ ６０．０４０２ １３．０５５０ ２８．０７５２ ５０．４９６０

文献解［４］ １１．９４１５ ３０．０２９９ ６０．０３９９ １３．０５５０ ２８．０７５２ ５０．４９５６

ＦＥＭ １１．９３６５ ２９．９６４７ ５９．６１３９ １３．０４９９ ２８．０３４４ ５０．２８５３

犖
犖

图４　不同样条节点数犖 下旋转变截面悬臂梁无量纲频率系数珘ω犻（犮０ ＝０．８，犿狉＝２，δ＝０，λ＝１０）

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ珘ω犻ｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｔａｐｅｒｅｄｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔ

ｔｏｓｐｌｉｎｅｎｏｄｅｎｕｍｂｅｒ犖 （犮０ ＝０．８，犿狉＝２，δ＝０，λ＝１０）

　　由表２和表３数据可知，ＣＦ边界下，旋转变截

面悬臂梁的自振频率的ＳＦＰＭ 解答与文献解和

ＦＥＭ解吻合良好，具有较高的计算精度．由表３数

据和图５（ａ）可知，保持λ＝５，δ＝０不变，随着犮０的

增大，旋转变截面悬臂梁的基频和高阶频率分别呈

增大和减小趋势；根据图５（ｂ）可知，随系数犮０增大，

旋转变截面悬臂梁的一阶振型模态曲率也随之明显

增大，主要由于犮０ 增大导致变截面梁截面抗弯刚度

沿轴线方向不断减小所造成的．

由表４可知，ＰＰ边界和ＣＣ边界下，按本文

ＳＦＰＭ模型计算得到的旋转变截面梁的自振频率解

答与ＦＥＭ 解答吻合良好，各阶频率均随犮０ 的增大

而减小，且同等截面旋转梁相比较，各阶频率的变化

幅度基本相同；不同边界条件下的旋转变截面梁在

犿狉＝２和犿狉＝１两种截面变化类型下的频率解答

稍有差异，对ＣＦ边界旋转梁，犿狉＝２条件下频率

值要大于犿狉＝１的情况；对ＰＰ和ＣＣ边界旋转

梁，犿狉＝２条件下的频率值要稍微小于犿狉＝１的

情况．

应注意到，对ＣＣ边界旋转变截面梁的自振频

率解答，随截面变化系数犮０ 的增大，ＦＥＭ 模型解答

与本文ＳＦＰＭ 解答相比较，高阶频率吻合较好，而

基频的相对误差却随犮０ 增大而明显增大（表４中括

号内数值），当犮０＝０．８，犿狉＝１时，基频的最大误差

为１６％；在ＦＥＭ模型中，通过增加单元数，并不能

有效提高其计算精度，反而降低计算效率，而对本文

ＳＦＰＭ模型，只需取犖＝１５，对任意截面变化率下的

旋转梁，其频率解答均可获得较高的计算精度和

效率．

本算例结果表明：截面变化系数犮０ 对旋转变截

面梁的自振频率有重要影响，同时也验证了本文旋

转变截面梁的ＳＦＰＭ分析模型可适用于不同边界、

不同截面变化率下的旋转和非旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁

的自由振动问题，且具有较高的计算效率和精度．
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表２　旋转等截面犈狌犾犲狉梁无量纲频率系数珘ω犻（犮０ ＝０，δ＝０，λ＝５）

犜犪犫．２　犖狅狀犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊珘ω犻狅犳狉狅狋犪狋犻狀犵狌狀犻犳狅狉犿犫犲犪犿狊（犮０ ＝０，δ＝０，λ＝５）

珘ω犻
　　　　　　　ＰＰ　　　　　　　 　　　　　　　ＣＣ　　　　　　　 　　　　　　　ＣＦ　　　　　　　

ＳＦＰＭ 文献解［４］ ＦＥＭ ＳＦＰＭ 文献解［４］ ＦＥＭ ＳＦＰＭ 文献解［４］ ＦＥＭ

珘ω１ １３．０９５４ １３．０９５３ １３．０７４２ ２４．５４４３ ２４．５４４２ ２３．４６７７ ６．４４９５ ６．４４９４ ６．４４８１

珘ω２ ４３．３５２１ ４３．３５１３ ４２．９７８８ ６４．８０４４ ６４．８０１２ ６３．８７７７ ２５．４４６２ ２５．４４６１ ２５．３０４１

珘ω３ ９２．８６６１ ９２．８５６１ ９０．９３６９ １２４．３９２８ １２４．３６６７ １２２．８５８３ ６５．２０８３ ６５．２０５０ ６４．１４６８

表３　犮０ 变化对旋转变截面悬臂梁无量纲频率系数珘ω犻的影响 （δ＝０，λ＝５）

犜犪犫．３　犈犳犳犲犮狋狅犳狋犪狆犲狉狉犪狋犻狅犮０狅狀狀狅狀犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊珘ω犻犳狅狉狉狅狋犪狋犻狀犵狋犪狆犲狉犲犱犮犪狀狋犻犾犲狏犲狉犫犲犪犿狊（δ＝０，λ＝５）

犮０ 珘ω犻
犿狉＝１ 犿狉＝２

珘ω１ 珘ω２ 珘ω３ 珘ω１ 珘ω２ 珘ω３

ＳＦＰＭ ６．５３９１ ２４．０９６２ ５９．７５３３ ６．６９６９ ２４．３４７９ ５９．９７９３

０．２ 文献解［４］ ６．５３９１ ２４．０９６１ ５９．７５０４ ６．６９６９ ２４．３４７８ ５９．９７６３

ＦＥＭ ６．５３８２ ２３．９９１２ ５８．９６９０ ６．６９５７ ２４．２３９２ ５９．１８４３

ＳＦＰＭ ６．６６２１ ２２．６６１３ ５３．９８１８ ７．０４９８ ２３．２０９０ ５４


．５２５９

０．４ 文献解［４］ ６．６６２１ ２２．６６１２ ５３．９７９０ ７．０４９８ ２３．２０８９ ５４．５２３０

ＦＥＭ ６．６６１５ ２２．５８７５ ５３．４３３５ ７．０４８８ ２３．１２８９ ５３．９５９１

ＳＦＰＭ ６．８４５４ ２１．１２０８ ４７．７５０７ ７．５９７２ ２２．０８０４ ４８


．７８２８

０．６ 文献解［４］ ６．８４５４ ２１．１２０７ ４７．７４７８ ７．５９７２ ２２．０８０３ ４８．７７９７

ＦＥＭ ６．８４５１ ２１．０７２０ ４７．３９８８ ７．５９６０ ２２．０２２９ ４８．４０４６

ＳＦＰＭ ７．１６２８ １９．４８４９ ４０．７７５６ ８．５７００ ２１．２５２３ ４２


．７５９３

０．８ 文献解［４］ ７．１６２８ １９．４８４８ ４０．７７２６ ８．５７００ ２１．２５２１ ４２．７５５８

ＦＥＭ ７．１６２６ １９．４５５１ ４０．５８０９ ８．５６７８ ２１．２１１３ ４２．５３３４

表４　犮０ 变化对旋转变截面简支梁和固支梁无量纲频率系数珘ω犻的影响 （δ＝０，λ＝５）

犜犪犫．４　犈犳犳犲犮狋狅犳狋犪狆犲狉狉犪狋犻狅犮０狅狀狀狅狀犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊珘ω犻犳狅狉狉狅狋犪狋犻狀犵狋犪狆犲狉犲犱犘犘犪狀犱犆犆犫犲犪犿狊（δ＝０，λ＝５）

边界 犮０
犿狉＝１ 犿狉＝２

珘ω１ 珘ω２ 珘ω３ 珘ω１ 珘ω２ 珘ω３

ＰＰ ０．２ ＳＦＰＭ １２．０７５６ ３９．２８０２ ８３．７２４１ １１．９０３０ ３９．０４３８ ８３．４７３９

ＦＥＭ １２．０６００ ３９．０１５８ ８２．３３６５ １１．８８７９ ３８．７７６２ ８２．０８００

０．４ ＳＦＰＭ １０．９５５５ ３４．９８３７ ７４．０３９１ １０．５６１６ ３４．５６６９ ７３．６３０５

ＦＥＭ １０．９４５５ ３４．８０６９ ７３．１０２９ １０．５５０６ ３４．３８４７ ７２．６７９７

０．６ ＳＦＰＭ ９．６７９７ ３０．３３８２ ６３．５１３１ ９．０１５１ ２９．８３６４ ６３．０９１０

ＦＥＭ ９．６７３１ ３０．２３０７ ６２．９３９４ ９．００７３ ２９．７２２ ６２．４９６２

０．８ ＳＦＰＭ ８．１１５４ ２５．０２４８ ５１．４００５ ７．１７４５ ２４．６５２５ ５１．２６３０

ＦＥＭ ８．１１０７ ２４．９６７４ ５１．０９７９ ７．１６８０ ２４．５８４３ ５０．９２８０

ＣＣ ０．２ ＳＦＰＭ ２２．２５４１ ５８．４７９３ １１１．９７２０ ２２．１４４２


５８．３０２３ １１１．７６７０

ＦＥＭ ２１．０６４６ ５７．５５６９ １１１．１１１８ ２１．１１９５ ５７．６０７６ １１１．１５４０

（－５．３５％） （－１．５８％） （－０．７７％） （－４．６３％） （－１．１９％） （－０．５５％）

０．４ ＳＦＰＭ １９．８１２５ ５１．７３２５ ９８．７１４５ １９．６３６０ ５１．４３６９ ９８．３７３３

ＦＥＭ １８．４６２０ ５０．６７１５ ９８．１９８０ １８．６４５６ ５０．８６０５ ９８．３８０６

（－６．８２％） （－２．０５％） （－０．５２％） （－５．０４％） （－１．１２％） （０．０１％）

０．６ ＳＦＰＭ １７．１３３７ ４４．３２９４ ８４．１５６５ １６．９７１５ ４４．０１７３ ８３．７９７５

ＦＥＭ １５．５２１７ ４２．８９４３ ８３．５３１２ １５．９７８７ ４３．３８０９ ８４．０１２５

（－９．４１％） （－３．２４％） （－０．７４％） （－５．８５％） （－１．４５％） （０．２６％）

０．８ ＳＦＰＭ １４．００４２ ３５．６８８６ ６７．１５７７ １４．０６２４ ３５．６１９３ ６７．０９８４

ＦＥＭ １１．７５２９ ３３．１９００ ６５．３５４２ １２．９１１７ ３４．４２４８ ６６．５７１０

（－１６．０８％） （－７．００％） （－２．６９％） （－８．１８％） （－３．３５％） （－０．７９％）

　　注：表中括号内数值为ＦＥＭ与ＳＦＰＭ的误差比较，计算公式：（ＦＥＭＳＦＰＭ）／ＳＦＰＭ×１００％．
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第９期 刘　鹏等：样条有限点法分析旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁弯曲自由振动问题

犮０
（ａ）无量纲频率系数珘ω犻

狓／犔
（ｂ）一阶振型模态

图５　犮０ 变化对旋转变截面悬臂梁动力特性影响 （犿狉＝２，δ＝０，λ＝５）

Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔａｐｅｒｒａｔｉｏ犮０ｏｎｄｙｎａｍｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｔａｐｅｒｅｄｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓ（犿狉＝２，δ＝０，λ＝５）

　　算例３　旋转角速度系数λ变化对旋转变截面

犈狌犾犲狉梁自振频率的影响

本算例分析旋转角速度系数λ对旋转变截面

Ｅｕｌｅｒ梁的自振频率的影响．计算参数：犮０ ＝０．５，δ

＝０，犖＝１５．表５给出按ＳＦＰＭ计算得到系数λ变

化时ＣＦ边界旋转变截面梁的前三阶频率的变化

值，并给出文献
［４］

ＤＱＥＭ 解答和ＦＥＭ 解答作为比

较验证．图６给出不同系数λ取值下旋转变截面悬

臂梁的自振频率值和一阶振型模态曲线．

由表５计算结果可知，不同λ条件下，本文ＳＦＰＭ

模型的频率解答与文献解
［４］
和ＦＥＭ解吻合良好，计算

精度高．由图６（ａ）可知，保持犮０不变，随λ增大，由旋转

运动产生的离心刚化效应逐渐增强，几何刚度［犓ｇ］不

断增大，使得总刚度［犓］不断增大，导致旋转变截面梁

的各阶频率特别是低阶频率明显增大，由图６（ｂ）可知，

旋转梁１阶振型模态曲率随λ增大而明显减少．本算例

结果表明：系数λ变化对旋转变截面梁的振动动力特

性有重要影响，必须予以重视．

λ
（ａ）无量纲频率系数珘ω犻

狓／犔
（ｂ）一阶振型模态

图６　λ变化对旋转变截面悬臂梁动力特性影响 （犿狉＝２，犮０ ＝０．５，δ＝０）

Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｒｏｔａｔｉｏｎａｌｓｐｅｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒλｏｎｄｙｎａｍｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｔａｐｅｒｅｄｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓ（犿狉＝２，δ＝０，λ＝５）

表５　λ变化对旋转变截面悬臂梁无量纲频率系数珘ω犻的影响 （犮０ ＝０．５，δ＝０）

犜犪犫．５　犜犺犲犲犳犳犲犮狋狅犳狉狅狋犪狋犻狅狀犪犾狊狆犲犲犱狆犪狉犪犿犲狋犲狉λ狅狀狀狅狀犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊珘ω犻

犳狅狉狉狅狋犪狋犻狀犵狋犪狆犲狉犲犱犮犪狀狋犻犾犲狏犲狉犫犲犪犿狊（犮０ ＝０．５，δ＝０）

珘ω犻
λ＝０ λ＝４ λ＝８

ＳＦＰＭ 文献解［４］ ＦＥＭ ＳＦＰＭ 文献解［４］ ＦＥＭ ＳＦＰＭ 文献解［４］ ＦＥＭ

犿狉＝１ 珘ω１ ３．８２３８ ３．８２３８ ３．８２４２ ５．８７８８ ５．８７８９ ５．８７８８ ９．５５４０ ９．５５４０ ９．５５１６

珘ω２ １８．３１７４ １８．３１７３ １８．２５０９ ２０．６８５３ ２０．６８５２ ２０．６２２４ ２６．５４３８ ２６．５４３７ ２６．４８５１

珘ω３ ４７．２６７９ ４７．２６４８ ４６．７９６１ ４９．６４８５ ４９．６４５６ ４９．１９５０ ５６．１６２１ ５６．１５９５ ５５．７４４８

犿狉＝２ 珘ω１ ４．６２５２ ４．６２５２ ４．６２４６ ６．４７２６ ６．４７２６ ６．４７１８ １０．


０１９３ １０．０１９３ １０．０１６４

珘ω２ １９．５４７８ １９．５４７６ １９．４７４１ ２１．５７５０ ２１．５７４９ ２１．５０５７ ２６．７４５５ ２６．７４５４ ２６．６８０３

珘ω３ ４８．５８２１ ４８．５７８９ ４８．０９２２ ５０．５９６９ ５０．５９３９ ５０．１２１７ ５６．１９６８ ５６．１９４１ ５５．７５３３

３３



　　湖南大学学报（自然科学版） ２０１６年

　　算例４　轮毂半径系数δ变化对旋转变截面

犈狌犾犲狉梁自振频率的影响

本算例分析轮毂半径系数δ变化对旋转变截面

梁的自振频率的影响．计算参数：犿狉＝１，犮０＝０．５，

λ＝２，犖＝１５．表６给出按ＳＦＰＭ计算得到ＣＦ边

界旋转变截面梁的前三阶频率随系数δ的变化值，

并给出文献［２］ＤＴＭ 解答和ＦＥＭ 解答相比较．图７

给出δ不同时的变截面旋转悬臂梁的前三阶频率值

和归一化一阶模态曲线．

由表６计算结果可知，不同δ条件下，本文ＳＦ

ＰＭ模型的频率解答与文献解、ＦＥＭ 解非常逼近．

由图７可知，随系数δ增加，旋转变截面梁的各阶频

率的增加幅度有限，且不同系数δ下的归一化的一

阶振型曲线基本保持不变，表明轮毂半径犚的变化

对旋转变截面梁动力特性影响不大．

δ
（ａ）无量纲频率系数珘ω犻

狓／犔
（ｂ）一阶振型模态

图７　δ变化对旋转变截面悬臂梁动力特性影响 （犿狉＝１，犮０ ＝０．５，λ＝２）

Ｆｉｇ．７　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｈｕｂｒａｄｉｕｓｐａｒａｍｅｔｅｒδｏｎｄｙｎａｍｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｔａｐｅｒｅｄｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓ（犿狉＝１，犮０＝０．５，λ＝２）

表６　δ变化对旋转变截面悬臂梁无量纲频率系数珘ω犻的影响 （犿狉＝１，犮０ ＝０．５，λ＝２）

犜犪犫．６　犜犺犲犲犳犳犲犮狋狅犳犺狌犫狉犪犱犻狌狊狆犪狉犪犿犲狋犲狉δ狅狀狀狅狀犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊珘ω犻

犳狅狉狉狅狋犪狋犻狀犵狋犪狆犲狉犲犱犮犪狀狋犻犾犲狏犲狉犫犲犪犿狊（犿狉＝１，犮０ ＝０．５，λ＝２）

珘ω犻
　　　　　　　δ＝０　　　　　　　 　　　　　　　δ＝２　　　　　　　 　　　　　　δ＝５　　　　　　

ＳＦＰＭ 文献解［２］ ＦＥＭ ＳＦＰＭ 文献解［２］ ＦＥＭ ＳＦＰＭ ＦＥＭ

珘ω３ ４．４３６８ ４．４３６８ ４．４３７２ ５．７４２６ ５．７４２６ ５．７９７４ ７．２６１８ ７．４０５９

珘ω２ １８．９３６８ １８．９３６６ １８．８７１５ ２０．４７３１ ２０．４７３０ ２０．７０１５ ２２．５７７０ ２３．２４６１

珘ω３ ４７．８７４６ ４７．８７１６ ４７．４０８３ ４９．４８９６ ４９．４８６６ ４９．８１４６ ５１．８０８６ ５３．３２６９

４　 结　论

本文建立旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁振动分析的ＳＦ

ＰＭ计算格式并进行动力特性分析．

１）基于ＳＦＰＭ推导出旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁的振

动分析模型，模型考虑矩形变截面梁截面高宽度沿

轴向线性变化情况，推导考虑截面尺寸变化效应和

绕轴旋转产生的离心刚化效应影响下的旋转变截面

梁的结构总刚度矩阵和总质量矩阵表达式，并编制

相关计算程序进行模型验证分析．

２）与有限元模型相比较，本文模型具有边界条

件简单、程序编制方便、计算精度和效率高的优点，

可适用于不同边界、不同截面变化率、不同旋转角速

度和轮毂半径条件下的旋转变截面Ｅｕｌｅｒ梁的振动

分析．

３）旋转变截面梁的动力特性主要受到截面变化

系数和旋转角速度的影响，轮毂半径变化对其特性

影响不大．
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