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犆犉犚犘索斜拉梁面内自由振动建模及参数分析
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（湖南大学 土木工程学院，湖南 长沙　４１００８２）

　　摘　要：利用张紧弦和欧拉梁振动理论分别描述斜拉梁结构中索与梁的振动，通过索梁

连接处的动态平衡条件，建立斜拉梁平面内自由振动理论．利用传递矩阵法和边界条件对斜

拉梁结构平面内自由振动的特征值问题进行求解．同时，建立斜拉梁的有限元模型，有限元

法所得结果与本文理论研究非常吻合，证明了本文理论和方法的正确性．最后对ＣＦＲＰ索

斜拉梁平面内自由振动进行参数分析．研究表明，ＣＦＲＰ索斜拉梁的基本动力学性能优于传

统钢索斜拉梁．
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　　碳纤维增强复合材料（ＣａｒｂｏｎＦｉｂｅｒＲｅｉｎｆｏｒｃｅｄ

Ｐｏｌｙｍｅｒ，简称ＣＦＲＰ）是由多股连续有机纤维丝在

惰性气体中经高温炭化，并经拉挤成型技术和必要

的表面处理而形成的一种新型复合材料．采用

ＣＦＲＰ制成的拉索具有耐腐蚀性强、自重轻（仅为钢

材的１／５左右）、强度高（钢材的８～１０倍，弹性模量

最高可达１０００ＧＰａ，抗拉强度可达２７００ＭＰａ
［１］）、

抗疲劳性能好等优点，相比传统钢拉索优势明显，
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因此，ＣＦＲＰ斜拉索将有很好的应用前景．目前，国

内外学者已从理论上证明了ＣＦＲＰ索相对于钢索

的静动力特性有不同程度的改善［２－４］，ＣＦＲＰ索也

已投入实际应用［５－６］．截至目前国内外已建成

ＣＦＲＰ索斜拉桥６座，其进一步的应用研究和基础

研究已成为国内外研究的一个热点．我国已成功采

用ＣＦＲＰ拉索替换钢拉索建造试验性质的人行斜

拉桥［５］，未来斜拉桥也有采用ＣＦＲＰ拉索的趋势，尤

其是对于特大跨径桥梁，ＣＦＲＰ索将具有足够的优

势．然而，我国对于ＣＦＲＰ的研究还主要集中在应

用加固方面，作为大跨度柔性结构，其动力学问题比

较突出，相关研究却很少见到．

斜拉梁结构由于其良好的受力性能和优美的外

观被广泛应用于土木工程和海洋工程，如斜拉桥、房

屋建筑中的雨棚、塔吊以及桅杆结构等．由于斜拉梁

中索和梁２种结构单元有着很大的力学差异，特别

是索跟梁的耦合，历来是国内外学者研究的重点和

难点．Ｆｕｎｇ
［７］通过 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理和有限元法推导

出的非线性时变微分方程研究了斜拉梁中索的长度

和张力随时间变化的振动问题．Ｇａｔｔｕｌｌｉ等人
［８－９］通

过经典变分公式得到了斜拉梁横向振动的运动控制

方程，将其与有限元方法和试验进行对比，并考虑了

面内和面外的振动；赵跃宇等人［１０］利用索 梁组合

结构的连接条件和边界条件，建立了索 梁组合结构

的约化运动学控制方程，利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ模态截断得

到了该系统的多模态离散动力学方程；Ｗａｎｇ等

人［１１］通过 Ｈａｌｍｉｌｔｏｎ原理得到索梁组合结构的动

力学运动方程，通过边界和连续性条件以及分离变

量法，得到结构的频率方程和相应的振型表达式，并

对固有频率进行了讨论．这些研究工作都只考虑了

梁的横向振动，没有考虑纵向振动问题，并且在索梁

连接条件的处理上各不相同，存在较大的局限性．

传递矩阵法（ＴｒａｎｓｆｅｒＭａｔｒｉｘ Ｍｅｔｈｏｄ，简称

ＴＭＭ）是２０世纪２０年代建立起来的一种用矩阵来

描述多输入多输出的线性系统的输出与输入之间关

系的方法．相比于有限元方法，该方法计算精度不随

划分段数而改变，许多学者和工程技术人员将传递

矩阵法应用于解决工程实际问题，例如 Ｋａｎｇ和

Ｗａｎｇ等人
［１２－１４］用传递矩阵法来研究索 拱结构和

悬索桥的动力学问题．

针对以上问题和方法，本文将同时考虑索和梁

的纵横向振动，利用张紧弦和欧拉梁振动微分方程，

在索梁结合处考虑它们的动态平衡并将索端和梁端

内力和纵横向位移进行耦合，利用传递矩阵法求解

系统振动的特征值问题．为了验证本文中索梁理论

和传递矩阵法运用的正确性，我们将建立斜拉梁的

有限元模型，对本文理论研究和有限元法结果进行

对比，对本文的理论和求解方法进行验证．最后将对

ＣＦＲＰ索斜拉梁的特征值问题进行参数分析，同时

和传统钢索斜拉梁进行对比研究．

１　斜拉梁动力学模型

本文所研究的斜拉梁模型如图１所示，其中斜

拉索初始轴力为 犖０ ，α为拉索倾角，狏ｃ，犙ｃ，狌ｃ 和

犖ｃ分别为拉索横向振动时的动态位移、剪力、纵向

振动时的动态位移和轴力，狏ｂ，犙ｂ，狌ｂ 和犖ｂ 分别为

梁横向振动时的动态位移、剪力、纵向振动时的动态

位移和轴力．为了使梁在斜拉索初始应力的作用下

仍能保持水平，在斜拉梁右端部施加竖直向下的力

犳０ ＝犖０ｓｉｎα，在工程实际中为了保持梁水平通常

用梁的自重来平衡拉索初始应力的分力或设置预

拱度．

图１　斜拉梁简化模型

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｄｕｃｅｄｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｃａｂｌｅｓｔａｙｅｄｂｅａｍ

众所周知，对于斜拉梁结构内的斜拉索，用一根

张紧的弦来描述即可满足工程实际，特别是ＣＦＲＰ

索，即使跨径非常大、应力非常小，等效弹性模量和

切线模量差别也很小［２］．因此本文将利用一根张紧

的弦来模拟拉索，不考虑垂度的影响．斜拉梁面内自

由振动，同样不考虑垂度．可将斜拉梁的振动分解为

４种振动：索的纵向振动和横向振动、梁的纵向振动

和横向振动．

对于索，其纵横向振动微分方程分别为［１５－１６］：

犈ｃ犃ｃ

２狌ｃ（狓ｃ，狋）

狓
２ －μｃ


２狌ｃ（狓犮，狋）

狋
２ ＝０， （１）

犖０

２狏ｃ（狓犮，狋）

狓
２ －μｃ


２狏ｃ（狓ｃ，狋）

狋
２ ＝０． （２）

梁的纵向振动微分方程与拉索一致，但横向振

动应该考虑拉索的初始轴力犖０ 对其影响，所以应

９１



　　湖南大学学报（自然科学版） ２０１６年

该用包含轴力影响的梁的弯曲振动理论，其纵横向

振动微分方程分别为［１５］：

犈ｂ犃ｂ

２狌ｂ（狓ｂ，狋）

狓
２ －μｂ


２狌ｂ（狓ｂ，狋）

狋
２ ＝０， （３）

犈ｂ犐ｂ

４狏ｂ（狓ｂ，狋）

狓
４ ＋犖

′
ｂ

２狏ｂ（狓ｂ，狋）

狓
２ ＋

μｂ

２狏ｂ（狓ｂ，狋）

狋
２ ＝０． （４）

式中：μ为线密度；犈为弹性模量；犃为截面面积；犐

为截面惯性矩；下标ｃ和ｂ分别代表索和梁，犖′ｂ ＝

犖０ｃｏｓα为梁的初始轴力．利用分离变量法求解以上

２个偏微分方程，令：

狌ｃ（狓，狋）＝犝ｃ（狓）犌ｃｕ（狋），

狏ｃ（狓，狋）＝犞ｃ（狓）犌ｃｖ（狋
烅
烄

烆 ）；
（５）

狌ｂ（狓，狋）＝犝ｂ（狓）犌ｂｕ（狋），

狏ｂ（狓，狋）＝犞ｂ（狓）犌ｂｖ（狋）
烅
烄

烆 ．
（６）

式中：犝ｃ（狓），犝ｂ（狓）分别为索和梁的纵向振动振型

函数；犞ｃ（狓），犞ｂ（狓）分别为索和梁的横向振动振型

函数．通过求解偏微分方程（１）～（４）可以得到

犝ｃ（狓），犝ｂ（狓），犞ｃ（狓）和犞ｂ（狓）通解形式为：

犝ｃ（狓ｃ）＝犆１ｓｉｎ（βｃ狓ｃ）＋犆２ｃｏｓ（βｃ狓ｃ）， （７）

犞ｃ（狓ｃ）＝犆３ｓｉｎ（δｃ狓ｃ）＋犆４ｃｏｓ（δｃ狓ｃ）， （８）

犝ｂ（狓ｂ）＝犆５ｓｉｎ（βｂ狓ｂ）＋犆６ｃｏｓ（βｂ狓ｂ）， （９）

犞ｂ（狓ｂ）＝犆７ｃｏｓ（δｂ狓ｂ）＋犆８ｓｉｎ（δｂ狓ｂ）＋

　　犆９ｓｉｎｈ（εｂ狓ｂ）＋犆１０ｃｏｓｈ（εｂ狓ｂ）． （１０）

式中：犆犻（犻＝１，２，…，１０）为实常数系数；

βｃ＝ω
μｃ
犈ｃ犃槡 ｃ

；δｃ＝ω μｃ
犖槡０

；βｂ＝ω
μｂ
犈ｂ犃槡 ｂ

；

δｂ＝ μｂω
２

犈ｂ犐ｂ
＋
犖′２ｂ
４犈２ｂ犐

２槡 ｂ

＋
犖′ｂ
２犈ｂ犐槡 ｂ

；

εｂ＝ μｂω
２

犈ｂ犐ｂ
＋
犖′２ｂ
４犈２ｂ犐

２
ｂ

－
犖′ｂ
２犈ｂ犐槡 ｂ

．

根据力 位移关系，由式（７）～（１０）可推导出轴

力犖 ，转角θ，弯矩犕 和剪力犙 的表达式：

犖ｃ（狓ｃ）＝犆１犈ｃ犃ｃβｃｃｏｓ（βｃ狓ｃ）－

　　犆２犈ｃ犃ｃβｃｓｉｎ（βｃ狓ｃ）； （１１）

犙ｃ（狓ｃ）＝犆３犖ｃδｃｃｏｓ（δｃ狓ｃ）－

　　犆４犖ｃδｃｓｉｎ（δｃ狓ｃ）； （１２）

犖ｂ（狓ｂ）＝犆５犈ｂ犃ｂβｂｃｏｓ（βｂ狓ｂ）－

　　犆６犈ｂ犃ｂβｂｓｉｎ（βｂ狓ｂ）； （１３）

θｂ（狓ｂ）＝犆７δｂｃｏｓ（δｂ狓ｂ）－犆８δｂｓｉｎ（δｂ狓ｂ）＋

　　犆９εｂｃｏｓｈ（εｂ狓ｂ）＋犆１０εｂｓｉｎｈ（εｂ狓ｂ）； （１４）

犕ｂ（狓ｂ）＝－犆７犈ｂ犐ｂδ
２
ｂｓｉｎ（δｂｘｂ）－

　　犆８犈ｂ犐ｂδ
２
ｂｃｏｓ（δｂ狓ｂ）＋

　　犆９犈ｂ犐ｂε
２
ｂｓｉｎｈ（εｂ狓ｂ）＋犆１０犈ｂ犐ｂε

２
ｂｃｏｓｈ（εｂ狓ｂ）；

（１５）

犙ｂ（狓ｂ）＝－犆７犈ｂ犐ｂδ
３
ｂｃｏｓ（δｂ狓ｂ）＋

　　犆８犈ｂ犐ｂδ
３
ｂｓｉｎ（δｂ狓ｂ）＋犆９犈ｂ犐ｂε

３
ｂｃｏｓｈ（εｂ狓ｂ）＋

　　犆１０犈ｂ犐ｂε
３
ｂｓｉｎｈ（εｂ狓ｂ）－犆７犖

′
ｂδｂｃｏｓ（δｂ狓ｂ）＋

　　犆８犖
′
ｂδｂｓｉｎ（δｂ狓ｂ）－犆９犖

′
ｂεｂｃｏｓｈ（εｂ狓ｂ）－

　　犆１０犖
′
ｂεｂｓｉｎｈ（εｂ狓ｂ）． （１６）

值得注意的是，式（７）～（１６）是索和梁的平面内

自由振动的精确解．

２　传递矩阵法求解

将式（７）～（１６）写成矩阵的形式：

狋＝犜犆． （１７）

式中：狋＝ 狌ｃ犖ｃ狏ｃ犙ｃ狌ｂ犖ｂ狏ｂ犙ｂθｂ犕［ ］ｂ
Ｔ ；

犜＝

犜１，１ 犜１，２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

犜２，１ 犜２，２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ 犜３，３ 犜３，４ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ 犜４，３ 犜４，４ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ 犜５，５ 犜５，６ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ 犜６，５ 犜６，６ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ 犜７，７ 犜７，８ 犜７，９ 犜７，１０

０ ０ ０ ０ ０ ０ 犜８，７ 犜８，８ 犜８，９ 犜８，１０

０ ０ ０ ０ ０ ０ 犜９，７ 犜９，８ 犜９，９ 犜９，１０

０ ０ ０ ０ ０ ０ 犜１０，７ 犜１０，８ 犜１０，９ 犜１０，

熿

燀

燄

燅１０

；

犆 ＝ 犆１犆２犆３犆４犆５犆６犆７犆８犆９犆［ ］１０
Ｔ ．元 素

犜犻，犼（犻，犼＝１，２，…，１０）对应式（７）～（１６）中的系数，

具体见附录Ａ．

根据式（１７）可得到最左端的状态矢量：

狋Ｌ ＝犜０犆． （１８）

式中：犜０ ＝犜狘狓＝０，下标Ｌ代表左端，因此积分常系

数矢量犆可写为：

犆＝犜
－１
０ 狋Ｌ ． （１９）

斜拉梁整体可视为一段，状态矢量只传递一次

即可．因此，本文中斜拉梁体系中最右端的状态向量

可写为：

狋Ｒ ＝犜１犆＝犜１犜０狋Ｌ ． （２０）

然后建立斜拉梁结构最右端索和梁状态矢量的

关系，如图２所示．由索梁铰接、位移协调和力平衡

条件得：

犝Ｒｂ－犝Ｒｃｃｏｓα－犞Ｒｃｓｉｎα＝０，

犖Ｒｂ－犖Ｒｃｃｏｓα－犙Ｒｃｓｉｎα＝０，

犞Ｒｂ＋犝Ｒｃｓｉｎα－犞Ｒｃｃｏｓα＝０，

犙Ｒｂ＋犖Ｒｃｓｉｎα－犙Ｒｃｃｏｓα＝０，

０２
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犕Ｒｂ＝０． （２１）

图２　索梁连接处的位移和内力的分布

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｔｒｕｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

ａｎｄｆｏｒｃｅｓａｔｔｈｅｊｏｉｎｔｏｆｃａｂｌｅａｎｄｂｅａｍ

这里，可以定义狋Ｒ 和犜Ｎ ，使

狋Ｒ ＝犜Ｎ狋Ｒ． （２２）

式中：狋Ｒ ＝ 犝Ｒｃ犖Ｒｃ犞Ｒｃ犙Ｒｃ００００θＲｂ［ ］０ Ｔ ；

犜Ｎ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

－ｃｏｓα ０ －ｓｉｎα ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

０ －ｃｏｓα ０ －ｓｉｎα ０ １ ０ ０ ０ ０

ｓｉｎα ０ －ｃｏｓα ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

０ ｓｉｎα ０ －ｃｏｓα ０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

．

然后分析斜拉梁左边的边界条件，拉索一般为

铰支，而梁可固支也可铰支，所以一般有梁左端固支

和铰支两种情况．

对于第一种情况（梁左端固支），左端的状态矢

量可表示为：

狋Ｌ ＝ ０犖Ｌｃ０犙［ Ｌｃ０犖Ｌｂ０犙Ｌｂ０犕 ］Ｌｂ
Ｔ ．（２３）

对于第二种情况（梁左端铰支），左端的状态矢

量可表示为：

狋Ｌ ＝ ［０犖Ｌｃ０犙Ｌｃ０犖Ｌｂ０犙ＬｂθＬｂ ］０ Ｔ ． （２４）

下面讨论第一种情况．

将式（２０）代入式（２２）得：

狋Ｒ ＝犜Ｎ犜１犜
－１
０ 狋Ｌ ＝犜Ｇ狋Ｌ ． （２５）

式中：全局传递矩阵犜Ｇ 中的元素为狋犻，犼 （犻，犼＝１，

２，３，…，１０），均为圆频率ω的函数，经过适当变换，

式（２５）可转化为以下齐次形式：

０＝
槇 槇

犜狋． （２６）

式中：０＝ ［ ］０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｔ ；

槇

犜＝

－１ 狋１，２ ０ 狋１，４ ０ 狋１，６ ０ 狋１，８ ０ 狋１，１０

０ 狋２，２ －１ 狋２，４ ０ 狋２，６ ０ 狋２，８ ０ 狋２，１０

０ 狋３，２ ０ 狋３，４ －１ 狋３，６ ０ 狋３，８ ０ 狋３，１０

０ 狋４，２ ０ 狋４，４ ０ 狋４，６ －１ 狋４，８ ０ 狋４，１０

０ 狋５，２ ０ 狋５，４ ０ 狋５，６ ０ 狋５，８ ０ 狋５，１０

０ 狋６，２ ０ 狋６，４ ０ 狋６，６ ０ 狋６，８ ０ 狋６，１０

０ 狋７，２ ０ 狋７，４ ０ 狋７，６ ０ 狋７，８ ０ 狋７，１０

０ 狋８，２ ０ 狋８，４ ０ 狋８，６ ０ 狋８，８ ０ 狋８，１０

０ 狋９，２ ０ 狋９，４ ０ 狋９，６ ０ 狋９，８ －１ 狋９，１０

０ 狋１０，２ ０ 狋１０，４ ０ 狋１０，６ ０ 狋１０，８ ０ 狋１０，

熿

燀

燄

燅１０

；

槇

狋＝ 犝Ｒｃ犖Ｒｃ犞Ｒｃ犙［ Ｒｃ犖Ｌｃ犙Ｌｃ犖Ｌｂ犙ＬｂθＲｂ犕 ］Ｌｂ
Ｔ ．

要使系统的振动有非零解，即
槇

狋 ≠ ［ ］０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｔ ，则

行列式值 槇
犜 必为０，即频率方程为

槇
犜 ＝０．实际

上，１０×１０的矩阵
槇
犜可以简化为如下５×５的矩阵

槇
犜ａ，它们有相同的行列式值．

槇
犜ａ＝

狋５，２ 狋５，４ 狋５，６ 狋５，８ 狋５，１０

狋６，２ 狋６，４ 狋６，６ 狋６，８ 狋６，１０

狋７，２ 狋７，４ 狋７，６ 狋７，８ 狋７，１０

狋８，２ 狋８，４ 狋８，６ 狋８，８ 狋８，１０

狋１０，２ 狋１０，４ 狋１０，６ 狋１０，８ 狋１０，

熿

燀

燄

燅１０

． （２７）

同样，第二种情况也可得到一个５×５的矩阵

槇
犜ｂ：

槇
犜ｂ＝

狋５，２ 狋５，４ 狋５，６ 狋５，８ 狋５，９

狋６，２ 狋６，４ 狋６，６ 狋６，８ 狋６，９

狋７，２ 狋７，４ 狋７，６ 狋７，８ 狋７，９

狋８，２ 狋８，４ 狋８，６ 狋８，８ 狋８，９

狋１０，２ 狋１０，４ 狋１０，６ 狋１０，８ 狋１０，

熿

燀

燄

燅９

． （２８）

通过让矩阵（２７）和（２８）的行列式值为零，可得

到两种情况下的斜拉梁面内自由振动的各阶频率

ω，再将ω的值回代入式（２０）即可求得斜拉梁面内

自由振动的各阶振型．

３　特征值分析

为研究ＣＦＲＰ索斜拉梁的特征值问题，即固有

频率和模态，选取如下物理参数：索为ＣＦＲＰ索，单

位长度质量为１０．４ｋｇ／ｍ，横截面积为６．２７３×１０
－３

ｍ２，弹性模量为２１０ＧＰａ，初始索力为１ＭＮ，倾斜

角度为３０°；梁为钢筋混凝土箱梁，长１００ｍ，单位长

度质量为４．４×１０４ｋｇ／ｍ，横截面面积为１６．３ｍ
２，

截面惯性矩为９．８ｍ４，弹性模量为３４．５ＧＰａ．

为了验证本文理论方法在斜拉梁结构中运用的

１２
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正确性，我们用有限元软件ＡＮＳＹＳ１２．０建立了同

样参数的斜拉梁有限元模型，其中索用Ｌｉｎｋ１单元，

梁用Ｂｅａｍ３单元，划分单元数为２００，然后比较本文

理论和有限元法得到的频率和振型．表１分别列出

了通过有限元法和本文理论研究两种情况下（左端

梁固支和简支）的斜拉梁的前５阶频率．图３给出了

第一种情况（左端梁固支）的前５阶振型．可以发现，

两种方法所得的结果几乎完全吻合．因此，表１和图

３不仅可以说明本文理论的正确性，还为下面的

ＣＦＲＰ索斜拉梁面内自由振动的研究作了铺垫．考

虑到工程实际中第一种情况（梁左端固支）的斜拉梁

更常见，下面的研究只考虑梁左端固支情况的斜

拉梁．

表１　斜拉梁的前五阶频率

犜犪犫．１　犜犺犲犳犻狉狊狋犳犻狏犲犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳犮犪犫犾犲狊狋犪狔犲犱犫犲犪犿

边界

条件
方法

前５阶频率／Ｈｚ

１ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ

第一种

情况

本文理论 ０．２９１ １．００８ １．３４５ ２．６９２ ２．７３２

有限元法 ０．２９０ １．００５ １．３４７ ２．６９２ ２．７２９

误差／％ ０．２ ０．３ －０．１ ０．０ ０．１

第二种

情况

本文理论 ０．２０５ ０．７３１ １．３４５ ２．２１９ ２．６９０

有限元法 ０．２０４ ０．７２９ １．３４６ ２．２１４ ２．６９５

误差／



％ ０．１ ０．３ －０．１ ０．３ －０．２

（ａ）第１阶振型

（ｂ）第２阶振型

（ｃ）第３阶振型

（ｄ）第４阶振型

（ｅ）第５阶振型

图３　梁左端固支的斜拉梁前５阶振型

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｉｒｓｔ５ｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｅｃａｂｌｅｓｔａｙｅｄ

ｂｅａｍｗｉｔｈｔｈｅｂｅａｍｆｉｘｅｄａｔｌｅｆｔｅｎｄ

索力／ＭＮ
（ａ）索力的影响

拉索倾斜角度／（°）

（ｂ）倾角的影响

图４　索力和倾角对斜拉梁前５阶频率的影响

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｔｈｅｃａｂｌｅｆｏｒｃｅａｎｄｉｎｃｌｉｎｅａｎｇｌｅ

ｏｆｃａｂｌｅｏｎｔｈｅｆｉｒｓｔ５ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｃａｂｌｅｓｔａｙｅｄｂｅａｍ

图４给出了不同索力和拉索倾斜角度对ＣＦＲＰ

索斜拉梁面内自由振动的各阶频率的影响．一阶频

率几乎不随索力大小而改变，倾角的变化有一定的

影响，各高阶频率随索力的增大而增大，随拉索倾斜

角度的增大而减小，变化较明显．斜拉梁一阶频率对

索力和拉索倾斜角度的变化不敏感，原因主要为斜

拉梁结构的第一阶振动以梁的振动为主，而索的振

动主要是由梁的振动拖动产生．这时，索对于悬臂梁

相当于起一个弹性支承的作用，弹性支承主要由索

的轴向刚度和倾斜角度决定，索力的改变对弹性支

２２
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承的影响相对较小．对于２，３，４和５阶的振动，可从

振型看出，除二阶振型为索与梁的联合振动外，主要

为索的振动，索力和拉索倾斜角度变化时，索的参数

发生变化，直接影响到索的振动，因此这几阶频率变

化较明显．当索力增大时，斜拉梁整个系统刚度增

大，而拉索倾斜角度增加时，拉索变长，其质量也跟

着增大，刚度却减小，根据等效频率公式ωｅｑ ＝

犽ｅｑ
犿ｅ槡ｑ

，频率也就相应地增大和减小了．另外，仔细

观察会发现所有相邻两阶频率随索力和拉索倾角的

变化发生靠近而又分离的现象，并非两个频率变化

曲线交叉，而是两条频率变化曲线转向了（Ｖｅｅｒｉｎｇ

现象），这时两阶振型会发生快速且连续的交换［１７］，

并且系统两个模态之间发生能量传递，很容易发生

内共振现象，这对指导斜拉梁设计，特别是其振动控

制具有重要参考价值．

图５给出了斜拉索在不同索力、材料和弹性模

量下对斜拉梁结构一阶频率的影响．其中，犈ｃｃ中下

标第二个ｃ表示ＣＦＲＰ索，犈ｃｇ中下标ｇ表示钢索．

从中可发现，当采用ＣＦＲＰ索时，索力对一阶频率

的影响微乎其微；当采用钢索且索力小于０．５ＭＮ

时，一阶频率随索力的增大而增大，当索力大于０．５

ＭＮ时，ＣＦＲＰ索和钢索斜拉梁的一阶频率随索力

变化的曲线几乎是重合的．这是因为ＣＦＲＰ索斜拉

梁不论是大索力下还是小索力下其一阶振型均如图

３（ａ）所示，这样一种模态是梁拖动索振动的模态，所

以随着索力的增加其频率基本不变．当采用钢索时，

由于其质量要比ＣＦＲＰ索质量大，受其影响振型随

索力的变化如图６所示．可看到一阶振型的变化过

程是由索振动为主到索梁整体振动再到梁振动为

主．因此其一阶频率变化曲线是先增大后持平的变

化过程．另外，ＣＦＲＰ索斜拉梁一阶频率随拉索弹性

模量的增大而增大，说明可以通过提高拉索弹性模

量来提高斜拉梁整体结构的刚度，这是因为４种弹

性模量下斜拉梁的振型均如图３（ａ）所示，此时斜拉

梁可以看成是一端固支一端弹簧支撑的梁模型，其

振动频率与弹簧刚度有关，弹簧刚度越大，振动频率

越大，反之越小．

图７反映了斜拉索在不同材料、索力和弹性模

量下对斜拉梁结构二阶和三阶频率的影响．可以看

出ＣＦＲＰ索斜拉梁的４条曲线均有一个上升段，之

后持平，持平段曲线特征与图６类似．因此我们猜

测，上升段的振型是渐变的过程，当到达持平段后，

振型基本不再变化．为了验证我们的猜测，我们提取

出弹性模量为２１０ＧＰａ的ＣＦＲＰ索斜拉梁索力在

０．３ＭＮ，０．６ＭＮ和１ＭＮ的二阶振型和索力在１

ＭＮ，５ＭＮ和１０ＭＮ的三阶模态如图８所示．从图

８可看出随着索力的增加，第二、三阶振型均是从拉

索振动为主到斜拉梁整体振动再到梁振动为主的变

化过程，证明我们的猜测是正确的．另外，可以发现

使用钢索的斜拉梁要相比于使用ＣＦＲＰ索的斜拉

梁随着索力的增加较慢进入持平状态，说明振动阶

数越高，拉索质量对其影响越明显．

索力／ＭＮ

图５　斜拉索在不同材料、索力

和弹性模量下对斜拉梁结构一阶频率的影响

Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｃａｂｌｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｔｅｒｉａｌｓ，

ｃａｂｌｅｆｏｒｃｅｓａｎｄｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｍｏｄｕｌｕｓｏｎｔｈｅ

ｆｉｒｓｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｃａｂｌｅｓｔａｙｅｄｂｅａｍ

长度／ｍ

图６　钢索斜拉梁不同索力作用下的第一阶振型

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｅｃａｂｌｅｓｔａｙｅｄｂｅａｍ

ｗｉｔｈｓｔｅｅｌｃａｂｌｅａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａｂｌｅｆｏｒｃｅｓ

综合分析图６和图８，可发现索力对斜拉梁结

构的动力学特性的影响，主要体现在索与梁刚度相

对变化．当索力较小时，拉索振动明显，随着索力的

增大，索振动慢慢地弱化，最后变为随梁振动的“摆

动”．这是因为索力增大使拉索的横向刚度显著增大

（应力刚化），最后拉索所表现出的性质就类似于刚

度很大的弹簧．

３２
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索力／ＭＮ
（ａ）第二阶平面

索力／ＭＮ
（ｂ）第三阶平面

图７　斜拉索在不同材料、索力和弹性模量下对斜拉梁结构第二、三阶平面内自由振动频率的影响

Ｆｉｇ．７　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｃａｂｌｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｔｅｒｉａｌｓ，ｃａｂｌｅｆｏｒｃｅｓａｎｄｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｍｏｄｕｌｕｓｏｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄ

ａｎｄｔｈｉｒｄｉｎｐｌａｎｅｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｃａｂｌｅｓｔａｙｅｄｂｅａｍ

跨度

（ａ）第二阶段型

跨度

（ｂ）第三阶段型

图８　ＣＦＲＰ索斜拉梁在不同索力作用下平面内自由振动的第二、三阶振型

Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｓｅｃｏｎｄａｎｄｔｈｉｒｄｉｎｐｌａｎｅｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｅｃａｂｌｅｓｔａｙｅｄｂｅａｍｗｉｔｈＣＦＲＰｃａｂｌｅａｎｄｉｔｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｏｒｃｅｓ

　　

４　结　论

本文建立了不考虑垂度影响的ＣＦＲＰ索斜拉

梁面内自由振动的力学模型，利用简单的张紧弦和

欧拉梁振动理论，采用分离变量法得到它们的振型

函数，通过考虑索梁连接处的动态平衡条件，将索和

梁的振动耦合到一起，利用传递矩阵法得到斜拉梁

面内自由振动的各阶频率方程，从而求得各阶频率

值．最后讨论了斜拉梁面内自由振动在不同索力、拉

索倾角和拉索材料的变化情况．这种研究方法不仅

将复杂的问题简单化，而且能反映实际工程中斜拉

梁应有的振动特性，并由此得到以下结论：

１）ＣＦＲＰ斜拉梁结构的面内第一阶自振频率

几乎不受索力变化的影响，但随着拉索倾角的改变

有不同程度的变化，而钢索斜拉梁第一阶频率则随

索力和倾角变化较大．这说明ＣＦＲＰ索斜拉梁的刚

度相对稳定．

２）斜拉梁结构的面内二阶以上振动模态表现

出受索力和倾角变化的敏感性，都可能出现频率变

化曲线转向（ｖｅｅｒｉｎｇ）现象，因此为了避免内共振对

结构产生不利影响，设计或建造斜拉梁时应该避免

使用这些可能产生内共振的参数．

３）ＣＦＲＰ索斜拉梁基本动力学性能优于钢索

斜拉梁，特别是在较低索力下和高阶频率上尤为突

出，并且弹性模量的增大，对结构的一阶频率的影响

较大，振动阶数越高，影响越小．由于工程实际中，高

阶振动出现的概率要远小于低阶振动，所以高弹性

模量的ＣＦＲＰ索在斜拉梁结构中有着更广阔的应

用前景．

４）随着索力的增加，各阶振动的振型均经历从

索振动为主到索梁全局振动再到梁振动为主的变化

过程，拉索表现出的性质越来越像一根弹簧，这对拉

索振动控制具有重要参考意义．
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［１６］ＨＵＡＮＨＺＨ，ＪＯＮＥＳＮＰ．Ｄａｍｐｉｎｇｏｆｔａｕｔｃａｂｌｅｓｙｓｔｅｍｓ：

ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｌｉｎｅａｒｅｌａｓｔｉｃｓｐｒｉｎｇｓｕｐｐｏｒｔ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒ

ｉｎｇＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１１，１３７：５１２－５１８．

［１７］ＧＡＴＴＵＬＬＩＶ，ＬＥＰＩＤＩＭ．Ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎａｎｄｖｅｅｒｉｎｇｉｎｔｈｅ

ｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｃａｂｌｅｓｔａｙｅｄｂｒｉｄｇｅｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｓｔｒｕｃ

ｔｕｒｅｓ，２００７，８５：１６６１－１６７８．

附录Ａ：

犜１，１ ＝ｓｉｎ（βｃ狓ｃ），犜１，２ ＝ｃｏｓ（βｃ狓ｃ），

犜２，１ ＝犈ｃ犃ｃβｃｃｏｓ（βｃ狓ｃ），

犜２，２ ＝－犈ｃ犃ｃβｃｓｉｎ（βｃ狓ｃ），犜３，３ ＝ｓｉｎ（δｃ狓ｃ），

犜３，４ ＝ｃｏｓ（δｃ狓ｃ），犜４，３ ＝犖ｃδｃｃｏｓ（δｃ狓ｃ），

犜４，４ ＝－犖ｃδｃｓｉｎ（δｃ狓ｃ），犜５，５ ＝ｓｉｎ（βｂ狓ｂ），

犜５，６ ＝ｃｏｓ（βｂ狓ｂ），犜６，５ ＝犈ｂ犃ｂβｂｃｏｓ（βｂ狓ｂ），

犜６，６＝－犈ｂ犃ｂβｂｓｉｎ（βｂ狓ｂ），犜７，７＝ｓｉｎ（δｂ狓ｂ），

犜７，８ ＝ｃｏｓ（δｂ狓ｂ），犜７，９ ＝ｓｉｎｈ（εｂ狓ｂ），

犜７，１０ ＝ｃｏｓｈ（εｂ狓ｂ），

犜８，７ ＝ ［－犈ｂ犐ｂδ
２
ｂ－犖

′
ｂ］δｂｃｏｓ（δｂ狓ｂ），

犜８，８ ＝ ［犈ｂ犐ｂδ
２
ｂ＋犖

′
ｂ］δｂｓｉｎ（δｂ狓ｂ），

犜８，９ ＝ ［犈ｂ犐ｂε
２
ｂ－犖

′
ｂ］εｂｃｏｓ犺（εｂ狓ｂ），

犜８，１０ ＝ ［犈ｂ犐ｂε
２
ｂ－犖

′
ｂ］εｂｓｉｎ犺（εｂ狓ｂ），

犜９，７ ＝δｂｃｏｓ（δｂ狓ｂ），犜９，８ ＝－δｂｓｉｎ（δｂ狓ｂ），

犜９，９ ＝εｂｃｏｓｈ（εｂ狓ｂ），犜９，１０ ＝εｂｓｉｎｈ（εｂ狓ｂ），

犜１０，７ ＝－犈ｂ犐ｂδ
２
ｂｓｉｎ（δｂ狓ｂ），

犜１０，８ ＝－犈ｂ犐ｂδ
２
ｂｃｏｓ（δｂ狓ｂ），

犜１０，９ ＝犈ｂ犐ｂε
２
ｂｓｉｎ犺（εｂ狓ｂ），

犜１０，１０ ＝犈ｂ犐ｂε
２
ｂｓｉｎ犺（εｂ狓ｂ）．

５２


