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　　摘　要：以压电层合微梁为研究对象，基于连续介质力学理论和ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理

论，在考虑其尺寸效应和损伤效应的情况下，推导了具损伤压电层合微梁的非线性动力控制

方程．采用伽辽金法和龙格库塔法进行求解，分析了多种参数对微梁结构坍塌特性的影响．

结果表明，考虑几何非线性项使得损伤微梁具有更高的坍塌阈值电压；控制电压、微梁长度

等参数的变化均对损伤微梁的坍塌阈值电压造成影响．最后，采用有限元软件进行仿真模拟

计算，验证了理论计算结果的合理性．本文所得结论对微机电系统压电层合微梁结构的设计

具有理论指导意义．
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　　ＭＥＭＳ作为智能化和集成化的微型系统在物

理、生物、机械等多个行业中广泛运用．ＭＥＭＳ具有

多种结构形式，其中压电微结构由于压电特性在

ＭＥＭＳ结构中具有重要地位．一种主要的压电梁式

微结构形式就是将压电片通过粘结剂粘结在弹性基

体而形成层合压电微梁．层合压电微梁可作为执行

器和传感器两种功能结构［１］，研究层合压电微梁在

电场中的力学特性具有重要的意义．

近年来国内外已有许多学者对梁式微结构在电

场中的静动力特性进行研究．Ｐａｍｉｄｉｇｈａｎｔａｍ等
［２］

基于ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论研究了两端固支和悬

臂结构形式压电微梁的静、动力学特性，并得到了微

梁结构的静力坍塌阈值电压．Ｙｏｕｎｉｓ和Ｎａｙｆｅｈ
［３］研

究了电场作用下梁式微结构谐振器的响应特性．

Ｃｈａｔｅｒｊｅｅ和Ｐｏｈｉｔ
［４］分析了几何非线性对微梁结构

临界坍塌电压的影响．徐琳
［５］在忽略边缘效应影响

的情况下分别研究了平行板式微梁结构的坍塌行为

和扭转式微执行器的坍塌行为．对于压电式微梁的

研究，Ｙｉｎ等
［６］采用修正偶应力理论研究了尺度效

应对压电微梁的临界坍塌电压的影响．Ａｚｉｚｉ等
［７］研

究了上下两侧附有压电层对微梁静动力稳定性的影

响．Ｖａｈｄａｔ等
［８］研究了热弹性阻尼对上下表面附有

压电层微梁结构的动力学特性的影响．陈昌萍等
［９］

通过引入参数剥离数研究了压电粘弹性微梁的粘附

特征．Ｘｉａｏ等
［１０］建立压电层合微梁的尺寸效应通

用模型，并使用修正偶应力理论和汉密尔顿原理分

析了层合压电微梁的坍塌现象．以上所述的研究中，

研究对象大多选取理想的、无缺陷的微梁结构，而对

以具损伤微梁结构为对象的研究成果很少见．本文

在考虑尺寸效应的情况下，研究具损伤层合压电微

梁在电场作用中的坍塌特性，并讨论几何参数、控制

电压等对临界坍塌电压的影响．

１　基本方程

压电层合微梁的简化力学模型如图１所示，其

中微梁的长度为犔，宽度为犫．微梁分为两层：上层

为压电层，下层为基体层，压电层和基体层的厚度分

别为犺ｐ和犺ｂ，压电层和基体层弹性模量分别为犈ｐ

和犈ｂ ．微梁整体沿长度方向的线密度为犿，忽略重

力对微梁的影响，固定极板与可动极板之间的真空

间隙为犱，真空介质的介电常数为εａ，压电梁上下端

加载的控制电压为犞ｃ，固定极板与可动电极之间的

电压为犞ｔ，压电材料的压电常数为犱ｚｘ ．

图１　压电悬臂微梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

考虑几何非线性，根据 ＥｕｌｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理

论，微梁上任意一点的轴向应变为［１１］：

ε狓，狕，（ ）狋 ＝－狕

２狑（狓，狋）

狓
２ ＋

１

２

狑（狓，狋）

（ ）狓

２

．

（１）

其中：－狕

２狑（狓，狋）

狓
２

为线性项；１
２

狑（狓，狋）

（ ）狓

２

为非

线性项；狓 方向为微梁轴线方向；狕方向为竖直

方向．

对于双层复合结构形式微梁，采用 Ｒｅｄｄｙ和

Ｍｉｔｃｈｅｌｌ对层合结构内力的处理方法
［１２］，得到微梁

的内力分别为犕（狓，狋）和犖（狓，狋）：

犕（狓，狋）＝
１

１２
犫［犈ｂ犺ｂ（３犺

２
ｐ＋犺

２
ｂ）＋

犈ｐ犺ｐ（犺
２
ｐ＋３犺

２
ｂ）］

２狑

狓
２ ＋

１

２
犫犺ｂ犱ｚｘ犞ｃ； （２）

犖（狓，狋）＝－
１

２
犫犺ｐ犺ｂ（珟犈

′
ｂ－犈

′
ｂ）

２狑

狓
２ －犫犱ｚｘ犞ｃ．

（３）

忽略电场力的边缘效应，电场力可表示为［１３］：

犉（狓，狋）＝
１

２
εａ

犫犞２ｔ
（犱－狑）

２． （４）

式中：狑为悬臂微梁的挠度．

考虑微梁惯性力犳ａ＝－犿
２狑／狋

２ 和阻尼力犳ｃ

＝犮狑／狋作用，可得到微梁结构的非线性动力学控

制方程为：

１

１２
犫［犈′ｂ犺ｂ（３犺

２
ｐ＋犺

２
ｂ）＋犈

′
ｐ犺ｐ（犺

２
ｐ＋３犺

２
ｂ）＋

３犫犺ｐ犺ｂ（犈ｂ－犈ｐ）］

４狑

狓
４ ＋

１

２
犫犺ｐ犺ｂ（珟犈

′
ｐ－犈

′
ｂ）×


３狑

狓
３
·狑
狓
＋犫犱ｚｘ犞ｃ


２狑

狓
２ －

３

２
犫（犈ｐ犺ｐ＋犲ｂ犺ｂ）×


２狑

狓
２

狑

（ ）狓
２

＋犿

２狑

狋
２ ＋犮

狑

狋
＋
１

２
犫犺ｐ犺ｂ（珟犈

′
ｐ－犈

′
ｂ）×


２狑

狓
２
·

２狑

狓
２ ＝

１

２
εａ

犫犞２ｔ
（犱－狑）２

． （５）

式中：犈′ｂ为考虑了尺寸效应的基体材料弹性模量；

珟犈′ｐ为同时考虑损伤
［１４］和尺寸效应的压电材料弹性

８５
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模量．犈′ｂ和珟犈
′
ｐ的表达式分别为：

犈′ｂ＝ １＋
１２

（１＋νｂ）犺
２犾
２（ ）ｂ 犈ｂ； （６）

珟犈′ｐ＝ １＋
１２

（１＋νｐ）犺
２犾
２（ ）ｐ （１－犇）犈ｐ． （７）

式中： １２
（１＋ν犻）犺

２犾
２
犻 为尺寸效应的影响项

［１５－１６］，犾犻（犻

＝ｐ，ｂ）分别为压电层和基体层的材料特征长度，犺

＝犺ｐ＋犺ｂ；犇为压电材料的线弹性损伤变量
［１５］；ν犻（犻

＝ｐ，ｂ）为材料泊松比．

引入如下无量纲参数：

犠 ＝
狑
犱
，α＝

犫犺ｐ犺ｂ（珟犈
′
ｐ－犈

′
ｂ）犱

２犎
，

珚犱ｚｘ＝
犫犱ｚｘ犔

２

犎
，珚犞ｃ＝

犞ｃ
犞０
，

τ＝
狋
犜
，犜＝

犿犔４

槡犎 ，珋犮＝
犮犾４

犜犎
，ξ＝

狓
犔
，珚犞ｔ＝

犞ｔ
犞０
，

β＝
犫εａ犔

４犞２０
２犱３犎

，μ＝
３犫（犈ｐ犺ｐ＋犈ｂ犺ｂ）犱

２

２犎
，

珚犱ｚｘ＝
犫犱ｚｘ犔

２

犎
．

其中：

犎 ＝
１

１２
犫［犈′ｂ犺ｂ（３犺

２
ｐ＋犺

２
ｂ）＋珟犈

′
ｐ犺ｐ（犺

２
ｐ＋３犺

２
ｂ）＋

　　３犫犺ｐ犺ｂ（犈ｂ－犈ｐ）］．

则方程（５）可以无量纲化为：


４犠

ξ
４ ＋α


３犠

ξ
３

犠

（ ）ξ ＋

２犠

τ
２ －μ


２犠

ξ
２

犠

（ ）ξ
２

＋

珚犱ｚｘ珚犞ｃ

２犠

ξ
２ ＋α


２犠

ξ
（ ）２

２

＋珋犮
犠

τ
＝β

珚犞２ｔ
（１－犠）

２．

（８）

对于悬臂结构形式的压电层合微梁，其无量纲

化边界条件为：

ξ＝０：犠 ＝０，
犠

ξ
＝０；

ξ＝１：

２犠

ξ
２ ＝０，


３犠

ξ
３ ＝０． （９）

设无量纲挠度表达式为：

犠 ξ，（ ）τ ＝犡（）ξ 犜（）τ ． （１０）

对于悬臂式结构微梁，为满足边界条件和形变

形式，取犡（）ξ 为：

犡（）ξ ＝ξ
４
－４ξ

３
＋６ξ

２ ． （１１）

对无量纲控制方程（８）进行伽辽金积分，可得以

下无量纲形式常微分动力控制方程：

１

２
犫２犜

″（τ）＋
１

２
珋犮犫２犜

′（τ）＋（犫９＋犫１２珚犱ｚｘ珚犞ｃ）犜（τ）＋

　　α（犫１０＋犫１１）［犜（τ）］
２
－μ犫１３［犜（τ）］

３
＝

　　β
珚犞２ｔ｛犫１＋犫２犜（τ）＋犫３［犜（τ）］

２
＋…＋

　　犫８［犜（τ）］
７｝． （１２）

其中：

犫犻＝∫
１

０
犻犡犻（）ξｄξ，犻＝１，２，…，８；

犫９ ＝∫
１

０
犡″″（）ξ犡（）ξｄξ；

犫１０ ＝∫
１

０
犡（）ξ犡

′（）ξ犡（）ξｄξ；

犫１１ ＝∫
１

０
犡″（）［ ］ξ

２

犡（）ξｄξ；

犫１２ ＝∫
１

０
犡″（）ξ犡（）ξｄξ；

犫１３ ＝∫
１

０
犡″（）ξ 犡′（）［ ］ξ

２

犡（）ξｄξ．

２　结果与讨论

在本文算例中，选取微梁长度犔＝１００μｍ，压电

层厚度犺ｐ＝０．５μｍ，基体层厚度犺ｂ＝３μｍ，梁宽度犫

＝１５μｍ，悬臂梁与固定电极初始间距犱＝１μｍ．

使用龙格库塔法求解无量纲常微分动力控制方

程（１２），得到几何非线性对微梁挠度的影响如图２

所示．从图２中可知，随着负载电压的增加，微梁挠

度随之增大，并当电压值超过临界坍塌电压以后，微

梁的挠度变化不再稳定，并发生坍塌；几何非线性对

压电微梁挠度变化趋势没有显著影响，但是可以减

缓微梁的挠度变化趋势，使微梁临界坍塌电压增大．

电压

图２　几何非线性对电压挠度曲线的影响

Ｆｉｇ．２　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｇｅｏｍｅｔｒｉｃｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｔｏ

ｖｏｌｔａｇｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

图３、图４和图５分别讨论了控制电压犞ｃ、微

梁长度犔和损伤变量犇 对悬臂微梁挠度的影响．图

３为控制电压分别取犞ｃ＝１．０，１．５，２．０Ｖ时控制电

压犞ｃ对微梁挠度的影响曲线．从图３中可以看出，

随着控制电压增大，在相同负载电压下微梁的挠度

９５
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会增大，而临界坍塌电压则会降低．因此，改变控制

电压可以改变微梁的临界坍塌阈值电压，达到对微

梁坍塌行为的控制目的．

电压

图３　控制电压对电压挠度曲线影响

Ｆｉｇ．３　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｖｏｌｔａｇｅｔｏ

ｖｏｌｔａｇｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

电压

图４　微梁长度对电压挠度曲线影响

Ｆｉｇ．４　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｌｅｎｇｔｈｏｆｂｅａｍｔｏ

ｖｏｌｔａｇｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

电压

图５　损伤变量对电压挠度曲线影响

Ｆｉｇ．５　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｄａｍａｇｅｖａｒｉａｂｌｅｔｏ

ｖｏｌｔａｇｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

图４为微梁长度分别取犔 ＝９０，１００和１１０

μｍ时，微梁长度对电压 挠度曲线的影响．从图中

可以看出随着微梁长度增大，坍塌出现的负载电压

会降低．

图５为损伤变量犇分别取犇 ＝０，０．１和０．２

时损伤变量对微梁电压 挠度曲线的影响．从图５可

知，当损伤变量在一定范围内变化，且负载电压相同

时，损伤程度严重，微梁挠度增大，损伤增大会导致

临界坍塌电压降低．因此，坍塌临界电压随损伤变量

变化的规律特性可作为微梁损伤识别的判断依据

之一．

３　有限元仿真计算

为了与理论计算结果进行对比分析，本文采用

有限元软件ＡＮＳＹＳ对悬臂压电层合微梁在静电场

中的坍塌行为进行计算．在有限元计算中采用与数

值分析中一致的微梁参数，并采用方程（６）和（７）中

的等效弹性模量来考虑微梁尺寸效应和损伤的影

响．微梁的有限元模型如图６所示，在压电层与静电

层的接触面添加界面，通过界面在不同的分析场中

传递载荷．对悬臂梁固定端的节点进行完全约束，真

空介质层约束下端狕方向自由度．为了避免加载过

程电压冲击对坍塌的影响，采用斜坡负载方式对微

梁施加电压．在求解过程中开启网格变形控制，保证

单元的变形与结构场的变形同步．图７显示了犞 ＝

４０Ｖ时微梁的挠度云图．微梁的右侧挠度最大，与

固定极板接触的空气间隙变形小，真空介电层下端

挠度为零，与理论相符合．

图６　压电悬臂微梁有限元模型

Ｆｉｇ．６　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

ｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

在其他条件均不变的情况下，记录不同负载电

压下微梁自由端的挠度值可得出层合压电微梁的挠

度与电压关系的曲线如图８所示．由图８可知，随着

负载电压的增大，微梁的挠度同样增大，当负载电压

接近坍塌临界电压时，微梁挠度会迅速增加使微梁

与电极贴合．仿真结果与数值计算结果一致．

０６
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图７　犞 ＝４０Ｖ时压电微梁挠度云图

Ｆｉｇ．７　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｌｏｕｄｄｉａｇｒａｍｏｆｓｔｒａｉｎ

ｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｍｉｃｒｏｂｅａｍａｔ犞 ＝４０Ｖ

电压

图８　电压 挠度曲线

Ｆｉｇ．８　Ｖｏｌｔａｇｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

ｔｈａｔｄａｔａｒｅｃｏｒｄｂｙＡＮＳＹＳ

微梁长度和损伤变量对微梁挠度和临界坍塌电

压的影响分析结果分别如图９和图１０所示．当长度

增加时微梁挠度变大，临界坍塌电压变小，损伤变量

增大时微梁挠度也变大．仿真结果和数值分析结果

一致．

电压

图９　微梁长度犔对挠度曲线的影响

Ｆｉｇ．９　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｍｉｃｒｏｂｅａｍｌｅｎｇｔｈ犔

ｏｎｖｏｌｔａｇｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

电压

图１０　 损伤变量犇对挠度曲线的影响

Ｆｉｇ．１０　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｄａｍａｇｅｖａｒｉａｂｌｅｓｔｏ

ｖｏｌｔａｇｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

数值计算和有限元分析２种方法获得的临界坍

塌电压结果如图１１所示，并在表１中将具体数据进

行比较．从图１１和表１中可以看出，在相同电压条

件下ＡＮＳＹＳ进行有限元计算得出的临界坍塌电压

较低，与使用荣格库塔法得出的临界坍塌电压相差

７．８％，表明了计算结果的合理性．

电压

图１１　使用２种不同方法所得的挠度 电压曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｖｏｌｔａｇｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｂｔａｉｎｅｄｗｉｔｈ

ｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

表１　２种方法获取的临界坍塌电压

犜犪犫．１　犆狉犻狋犻犮犪犾狏狅犾狋犪犵犲狅犫狋犪犻狀犲犱犫狔狋狑狅犿犲狋犺狅犱狊

临界坍塌电压

数值计算结果 有限元计算结果
相对误差／％

４８．０ ４４．３ ７．８

４　结　论

本文通过数值计算和有限元仿真两种方法对具

损伤的悬臂压电微梁在电场作用下非线性坍塌行为

进行研究，讨论了几何非线性、控制电压等参数对微

梁坍塌行为的影响．研究结果表明，考虑几何非线性

１６
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使微梁具有更高的坍塌阈值电压；控制电压和微梁

长度增大可导致微梁坍塌阈值电压明显降低．材料

损伤变量在一定范围内增大会使微梁挠度和临界坍

塌电压发生降低．因此，压电微梁结构在使用过程中

产生轻微损伤，可以通过改变控制电压使其继续满

足工作要求，从而延长压电微梁结构的使用寿命．
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