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要!首先建立了落砂机系统周期运动的
D(1+9,*E

映射!考虑到在设计过程中经典

的
731F,*G@8,9G3*

分岔临界准则需要直接计算特征值带来的局限性!利用不直接依赖于特

征值计算的显式临界准则!获得了系统发生
731F,*G@8,9G3*

分岔的两参数区域图!所获得

的参数区域图有助于主动设计系统的拟周期碰撞运动
;

然后应用中心流形 正则形方法进一

步分析了拟周期碰撞运动的稳定性
;

最后数值仿真表明在选定的系统参数处能产生稳定的

拟周期碰撞运动
;

关键词!落砂机"冲击振动"

731F,*G@8,9G3*

分岔"拟周期碰撞运动"稳定性

中图分类号!
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碰撞振动在实际工程领域中普遍存在#由于碰

撞和冲击过程中固有的不连续性造成的强非线性#

使得系统的动力学响应十分复杂多变#产生丰富的

非线性现象#如分岔和混沌现象等&

%_&

'

;
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新等%振动落砂机系统的拟周期碰撞设计

振动落砂机是一种利用碰撞振动原理对砂箱进

行落砂的机械设备
;

这种周期碰撞的机械设备工作

频率单一#导致生产效率低(能耗高
;

而拟周期碰撞

是典型的非线性振动#与简单的周期碰撞相比#拟周

期碰撞具有多频性#以及振动加振荡之复式激振品

质#可提高系统的功能和效率#同时又没有混沌运动

的不可预测性和初始条件敏感性#该特性在实际工

程领域具有应用潜力#能有效解决上述存在的一些

缺陷
;

近来#国内外一些学者对振动落砂机系统非线

性特性开展了理论和数值模拟分析
;

罗冠炜等&

?

'通

过理论分析和数值仿真揭示了振动落砂机周期运动

经概周期分岔和倍周期分岔通向混沌的演化过程
;

丁旺才等&

B

'使用中心流形 范式方法研究了振动落

砂机系统在强共振下的两参数开折的局部动力学行

为并通过数值仿真进一步揭示了系统共振点附近的

/(

=

.

分岔不变环面和次谐分岔
!@!

周期运动
;

随着分岔理论和非线性动力学设计方法的发

展#人们开始关注如何主动利用分岔特性来提高系

统的功能与效率#通过主动选择系统的参数来设计

出具有所期望特性的分岔解
;

然而上述文献中对振

动落砂机系统的非线性现象的研究大部分是基于特

征值的特性来描述的传统的分岔准则
;

对于一个四

维多参数的落砂机碰撞振动系统#如果按照传统的

/(

=

.

分岔临界准则#逐点试算特征值是否满足分岔

的存在条件#这对于通过设计来主动实现分岔解具

有一定的局限性
;

针对传统分岔准则的不足#文桂林

等&

A

'提出了新的离散系统
/(

=

.

分岔准则#建立的

/(

=

.

分岔准则是由一些系统参数构成的代数等式

和不等式组成的显式分岔临界准则#并不依赖于特

征值的计算#这更适合分岔参数机理分析和设计
;

本文以振动落砂机系统为研究对象#针对传统

的映射
/(

=

.

分岔临界准则在主动设计方面存在的

局限性#基于
731F,*G@8,9G3*

分岔!二次
/(

=

.

分

岔"理论#使用不直接依赖于特征值计算的显式临界

准则来设计系统的参数#使其产生拟周期碰撞运动
;

然后#应用中心流形 正则形方法来分析拟周期碰撞

运动的稳定性
;

最后#通过选取适当的系统参数#数

值实现了系统稳定的拟周期碰撞运动
;

.

!

力学模型及其运动方程

对于振动落砂机系统的设计#仅考虑垂直方向

振动#将振动落砂机系统简化为图
%

所示的两自由

度的质量弹簧阻尼器系统
;

其中#质量块
!

#

"

分别

表示质量为
!

的振动基座和质量为
"

的砂箱!包

括型砂和铸件"#振动基座和基础之间用刚度为
#

的线性弹簧和阻尼系数为
$

的阻尼器连接#振动基

座受到简谐力
%41+

!

!

&

'"

"的作用
;

图中
(

#

)

分别

表示基座和砂箱的位移
;

砂箱和基座不发生碰撞时#

砂箱只受重力作用#当基座和砂箱位移相同即
(

*

)

#并且相对速度不为零时#它们会发生垂直方向的

正碰
;

为了方便计算#振动落砂机系统采用文献&

%$

'

中的无量纲运动微分方程来描述%

图
%

!

振动落砂机的力学模型
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无量纲方程中的)*+表示对无量纲
$

求导数#

2

3

表示碰撞恢复系数
;

/

!

振动落砂机系统周期运动的
0,12'&%3

映射

由无量纲方程!

%

"和!

#

"可知#在系统未发生碰

撞时#基座和砂箱会遵循方程!

%

"做连续运动
;

当发

生碰撞时#基座和砂箱的速度会遵循冲击方程!

#

"发

生突变#得到下一次做连续运动的初始值#因此系统

会进行碰撞(连续运动(再碰撞的循环运动
;

为了使

系统产生
731F,*G@8,9G3*

分岔#求得一个周期冲击

运动
;

其无碰撞部分的解析表达式如下&
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#分岔参数
*

是系统参数

-

#

#

#

%

#

2

3

和
+

中的一个或者多个
;

这样系统!

%

"和

!

#

"的周期碰撞运动就对应
D(1+9,*E

映射!

%%

"的一

个不动点
;

4

!

振动落砂机系统的拟周期碰撞运动

45.

!

振动落砂机系统
6)17&%89:&'8)%

分岔的显式

临界条件

!!

为了设计出振动落砂机系统拟周期碰撞运动#

主要任务就是确定适当的系统参数#使系统!

%%

"发

生
731F,*G@8,9G3*

分岔
;

如果采用传统的分岔临界

准则#需要在参数空间内通过逐点取值来计算和验

证系统的特征值是否满足
731F,*G@8,9G3*

分岔的

临界准则#这种数值搜寻的方法具有一定的盲目性

和不确定性#非常耗时
;

另外#虽然可以采用极点配

置方法找到满足特征值分布条件的系统参数点#但

该方法也是先确定特征值后再确定参数#确定的参

数对于系统仍存在机理不明确问题
;

特别是对于
!

截条件#由于需要求特征值对分岔参数的导数#极点

配置方法无法解决
;

因此为了克服传统分岔临界准

则的局限性#本文采用不直接依赖于特征值计算的

映射
731F,*G@8,9G3*

分岔的显式临界条件来获得

系统参数
;

设映射!

%%

"的一个不动点为
(
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#在不动点处映射!
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"的线性化矩阵的特
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'

>

#

,

#

'

>

"

,'

>

!

6

!

%#

"

这里选取
*

*

!

%

#

+

"#

>

?

*

>

?

!

%

#

+

"是与分岔参

数
%

和
+

有关的实数#

?

*

%

#/#

!;

针对建立的振动

落砂机系统周期运动的
D(1+9,*E

映射!

%%

"#有如下

的引理
;

引理
.

&

;

'

!

映射!

%%

"在
*

*

*

$

处发生
731F,@

*G@8,9G3*

分岔#当且仅当满足下列条件!

#

"

"

!

$

"

!

#

"

%*

%

/

>

#

/

>

!

'

>

%

>

"

'

#>

#

>

!

/

>

#

"

/

>

#

!

'

!!

>

%

>

"

>

!

/

>

#

%

>

!

/

>

#

>

#

!

'

>

"

!

*

$

$

!

&

"

%

'

>

%

'

>

#

'

>

"

'

>

!

,

$

#

%

'

>

!

,

$

#

%

/

>

%

'

>

#

/

>

"

'

>

!

,

$

#

%

/

>

!

,

$

#

%

'

>

#

'

>

!

/

>

%

>

"

/

>

#

"

/

>

#

!

'

>

%

>

"

>

!

'

!!

>

#

%

>

!

/

>

#

>

#

!

/

>

"

!

,

$

$

!

'

"

3

%

(

%

/

!

#

%

'

%

"

2

3

%

'

2

3

/

#

%

!

&

!

7

/

%

"

'

#

8

"

&

!

8

#

'

!

7

/

%

"

#

! "

"

'

%

$

!

(

"!

>

"

>

!

/

#>

%

>

!

'

>

"

"

>

@

%

'

!

#>

!

/

>

#

!

/

%

"

>

@

#

'

!

>

%

>

!

'

>

%

/

#>

"

"

>

@

"

'

!

">

#

!

/

>

#

%

/

#>

#

>

!

'

>

%

>

"

/

#>

!

'

#>

#

/

%

"

>

@

!

&

$6

其中#

>

@

?

表示
>

?

对
%

求导数$以及

!

>

"

>

!

/

#>

%

>

!

'

>

"

"

>

@

%

'

!

#>

!

/

>

#

!

/

%

"

>

@

#

'

!

>

%

>

!

'

>

%

/

#>

"

"

>

@

"

'

!

">

#

!

/

>

#

%

/

#>

#

>

!

'

>

%

>

"

/

#>

!

'

#>

#

/

%

"

>

@

!

&

$6

其中#

>

@

?

表示
>

?

对
+

求导数$

!

$

"

9(4

!

#

(

,

"

"

&

-

#

"

*

"

#

!

#

`

#/#

-

*

%

/

!

%

'

>

%

'

>

#

'

>

"

/

>

%

>

!

/

>

#

>

!

/

>

"

>

!

/

>

#

!

"

#

!

%

'

>

"

/

>

%

>

!

/

>

#

!

"

6

其中条件!

#

"保证有一对复共轭特征值位于单

$!
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!

新等%振动落砂机系统的拟周期碰撞设计

位圆上$条件!

&

"保证其它的特征值位于单位圆内$

条件!

'

"保证映射不动点是合理存在的$条件!

(

"

保证在参数扰动下#位于单位圆上的特征值穿越单

位圆的速度不为零$条件!

$

"保证
731F,*G@8,9G3*

分岔是非共振的
;

45/

!

振动落砂机系统
6)17&%89:&'8)%

分岔的存在性

选取落砂机系统的参数
#

*

$6#

#

2

3

*

$6B̀

#

-

*

#6B

#以
%

和
+

为分岔参数!即
*

*

!

%

#

+

""

;

在 !

%

#

+

"张成的一个二维的参数空间内#根据引理
%

中的

显式条件#利用
P,

=

-3

软件得到如图
#

所示的两参

数分岔图
;

)

图
#

!

D(1+9,*E

映射#

%%

$的分岔图

1̂

L

;#

!

J1.)*9,51(+

=

-(5(.D(1+9,*EF,

=

#

%%

$

图
#

中白色区域
#

和
&

内的点都满足引理
%

的

条件!

&

"

@

!

'

"中的不等式#但在灰色区域
'

和
(

中

至少有一个条件!

&

"和!

'

"中的不等式不成立
;

由

曲线
AB

#

BC

#

C$

#

$D

和
DA

围成的白色区域
#

除

了满足条件!

&

"

@

!

'

"还满足
%

,

$

#因此白色区域

#

为系统周期运动的稳定参数区域
;

曲线
DA

是由

临界条件!

#

"中的
%*

$

得到#曲线
DA

上由条件

!

$

"得到的点
3

"

和
3

!

分别为系统出现
"

阶和
!

阶

强共振点
;

点划线
E

和
"

由横截条件!

(

"不等式左

边的表达式取等号得到的#这样两曲线
E

和
"

和曲

线
DA

的交点
<

%

和
<

#

不满足
731F,*G@8,9G3*

分

岔的横截条件!

(

"

;

由此在选取系统参数临界点时

应该避开这些强共振点和非横截点
;

在由曲线
DA

#

A%

#

%F

和
FD

围成的白色区域
&

内#在曲线
DA

的

附近是出现系统拟周期碰撞运动的潜在区域
;

为了

分析分岔解的稳定性#在分岔图的白色区域内的

731F,*G@8,9G3*

分岔临界曲线
DA

上任取一点
*

$

*

!

%

$

#

+

$

"

*

!

$6&

#

$6À!!%

"作为临界分岔值
;

4;4

!

振动落砂机系统拟周期碰撞运动的稳定性

振动落砂机系统出现的拟周期碰撞运动的稳定

性#也即
731F,*G@8,9G3*

分岔解!不变圈"的稳定性

取决于映射!

%%

"的非线性项
;

采用中心流形 范式方

法&

%$

'或者频域方法&

%%

'都可以分析
731F,*G@8,9G3*

分岔的稳定性
;

本文使用投影法&

%#

'来分析分岔的稳

定性
;

取坐标变换

)

;

*

(

;

/

(

"

#

.*

*

/

*

$

6

!

%"

"

!

%"

"式中的
(

" 为映射!

%%

"的不动点#

*

$

为临界分

岔参数值
;

映射!

%%

"经过坐标变换!

%"

"变换成

)

;

'

%

*

)

%

!

.

#

)

;

"

6

!

%!

"

则通过变量变换后的新映射!

%!

"的不动点和分

岔点都转化为了零点
;

这样映射!

%%

"发生
731F,*G@

8,9G3*

分岔后产生的拟周期碰撞运动的稳定性可

由引理
#

来确定
;

引理
/

&

./

%

.4

'

!

如果在临界分岔值
*

*

*

$

处#映

射!

%!

"的雅克比矩阵在分岔点
.*

$

处有一对复共

轭特征值
,

%

!

.

"和
,

#

!

.

"满足
,

%

!

$

"

* ,

#

!

$

"

*

%

和横截条件
,

G

%

!

$

"

&

%

#

Ga"

#

!

#并且
H

,

%

!

I

",

HI

I

*

$

&

$

#而其它的特征值
,

J

!

$

"

-

%

#

J

*

"

#

!

#那么在
.*

$

#当
/

!

$

"

-

$

!或
/

!

$

"

,

$

"时#从

(

"

!

*

$

"分岔出稳定的!不稳定的"

/(

=

.

不变圈
;

其

中#

/

!

$

"参见下列表达式%

/

!

$

"

*

b3

.

,

!

$

"

K#%

! "

#

/

!!

b3

!

%

/

#

,

!

$

""

.

,

#

!

$

"

#

!

%

/,

!

$

""

K#$K

! "

%%

/

!!

%

#

K%%

#

/

%

!

K$#

#

6

!

%̀

"

!

%̀

"式中的
K#%

#

K#$

#

K%%

和
K$#

可通过中心流形

正则化方法得到#它们具有下面的形式%

K#%

*

-

4

#

$

!

L

#

L

#

.

L

"

,

'

#

-

4

#

M

!

L

#!

N

/

B

"

/

%

M

!

L

#

.

L

""

,

'

-

4

#

M

!

.

L

#!

,

#

!

$

"

N

/

B

"

/

%

M

!

L

#

L

""

,

'

.

,

!

$

"!

%

/

#

,

!

$

""

%

/,

!

$

"

-

4

#

M

!

L

#

L

"

,-

4

#

M

!

L

#

.

L

"

,

/

#

%

/

.

,

!

$

"

-

4

#

M

!

L

#

.

L

"

,

#

/

,

!

$

"

,

"

!

$

"

/

%

-

4

#

M

!

.

L

#

.

L

"

,

#

#

%!
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年

K#$

*

-

4

#

M

!

L

#

L

"

,

#

K%%

*

-

4

#

M

!

L

#

.

L

"

,

#

K$#

*

-

4

#

M

!

.

L

#

.

L

"

,

6

!

%&

"

根据!

%̀

"和!

%&

"#在
*

*

*

$

计算得到

/

!

$

"

*/

$;$BA

-

$6

因此#根据引理
#

可判断系统会产生一个稳定

的
731F,*G@8,9G3*

分岔解#即系统稳定的拟周期碰

撞运动
;

4;<

!

数值实验

为了验证上述理论分析和研究振动落砂机系统

在分岔点附近的动力学行为#其它三个参数不变#临

界参数
%

$

不变#变化分岔参数
+

#在落砂机的分岔

临界点附近设置了
&

组参数扰动值#并做了相应的

数值仿真#文中的数值仿真都采用
!$$$

次碰撞
;

在

D(1+9,*E

映射分岔图的白色区域
#

内的分岔临界

曲线
DA

附近取一组分岔参数
*

a

*

$

'%

*

a

!

%

$

#

+

$

/

$6$#

"#其中
%

*

是临界参数扰动量#设置映射

初始值
(

*

(

"

'%

(

#其中
%

(

*

!

$

#

$

#

$

#

$6$$%

"

<

为不动点扰动量#在该参数点处系统处于稳定的周

期运动#即
D(1+9,*E

映射上一个不动点#如图
"

!

,

"

所示
;

在
D(1+9,*E

映射分岔图的白色区域
&

内并且

充分接近曲线
DA

的参数区域内取分岔参数
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6$$!

"#在该参数点处系统处于稳定的拟

周期碰撞运动#即
D(1+9,*E

映射上一个不变圈#如

图
"

!

Y

"所示
;

继续变化分岔参数值#当取分岔参数
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6$!̀ &

"时#拟周期运动失稳#产生锁相

运动#如图
"

!

9

"所示
;

当取参数
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6$!&

"

时系统退出锁相运动#又产生拟周期吸引不变圈#如

图
"

!

N

"所示
;

当取控制参数
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6%

"时系

统产生拟周期吸引不变圈#不变圈幅值更大#如图
"

!

3

"所示
;

当继续扰动参数值至
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6##

"

时系统经锁相转迁为混沌运动#如图
"

!

.

"所示
;

通

过以上仿真分析#振动落砂机系统展示出了丰富的

动力学行为#在
/(

=

.

分岔临界点附近作参数扰动#

当参数扰动量足够小的时候由
/(

=

.

分岔所产生的

不变圈在形状上类似于一个椭圆
;

随着参数扰动量

的增大#不变圈不断增大#其形状也变得越来越不规

则
;

仿真显示只有当系统的扰动参数很大时才发生

混沌#说明系统的拟周期碰撞运动具有强的鲁棒性

和较大的稳定域
;

因此#在设计系统参数时#在白色

区域
&

邻域内靠近分岔临界曲线
DA

处取系统参数

可以产生稳定的拟周期碰撞运动
;

,

;

!

,

"参数
*

a

!

%

$

#

+

$

/

$6$#

"处的稳定

周期运动的
D(1+9,*E

映射投影图

,

;

!

Y

"参数
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6$$!

"处的稳定

拟周期运动的
D(1+9,*E

映射投影图

,

;

!

9

"参数
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6$!̀ &

"处的

锁相运动的
D(1+9,*E

映射投影图

,

;

!

N

"参数
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6$!&

"处的稳定

拟周期运动的
D(1+9,*E

映射投影图

#!
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!

新等%振动落砂机系统的拟周期碰撞设计

,

;

!

3

"参数
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6%

"处的稳定

拟周期运动的
D(1+9,*E

映射投影图

,

;

!

.

"参数
*

a

!

%

$

#

+

$

'

$6##

"处的

混沌运动的
D(1+9,*E

映射投影图

图
"

!

振动落砂机系统的
D(1+9,*E

映射投影相图

1̂

L

;"

!

DQ,43N1,

L

*,F(+5Q3D(1+9,*E43951(+

(.1F

=

,954Q,G3*4

6

453F

<

!

结
!

论

%

"基于主动利用
731F,*G@8,9G3*

分岔解特性

的思想#通过选定合适的系统参数#设计出了稳定的

拟周期碰撞的振动落砂机系统
;

#

"利用显式的
731F,*G@8,9G3*

分岔临界准则

获得了落砂机系统产生拟周期碰撞运动的两参数区

域图#此参数区域具有较大的分岔可行域范围#可保

障所产生的拟周期碰撞运动具有较大的稳定域和较

强的鲁棒性
;

"

"数值分析实现了落砂机系统产生的稳定的拟周

期碰撞运动并调查了附近锁相和混沌等动力学行为
;
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